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Abs t rac t  : Let R = • Rn be a finitely generated normal graded ~-algebra of dimension 2. One studies the ring 
nE 

,~9 (R) of differential operators over R ; in particular one shows that, most of the time, d~9 (R) is neither simple nor 

noetherian. This generalizes results by J. Bernstein - I.N. Gelfand - S.I. Gelfand and J.P. Vigu6. 

INTRODUCTION 

Soient % une vari6t6 alg~brique affme (irr6ductible) d6f'mie sur ~ , R l'anneau des fonctions r6guli~res sur % . 

On d~signe par d~ (~I~) = d~(R) l'anneau des op~rateurs diff6renfiets sur %,  cf. § O pour une description de d~3 ( % ) .  

Rappelons que si % est lisse, d~ (%)  est un anneau qui possbxle d'agr6ables propri6t6s, ~t savoir : 

(i) d~ (%)  est un anneau noeth6rien (~ droite et ~t gauche). 

(ii) R, qui est naturellement un ,O (R)-module, est simple. 

En fait, d~ (R) est un anneau simple (i.e. sans ideal bilat~re non trivial). 

(iii) d~ (%) est une ~-alg6bre de type fini. 

lisse. 

Le probl~me se pose donc de d6terminer lesquelles des propri6t6s (i) ~ (iii) ci-dessus subsistent lorsque % n'est pas 

Si ~ estunecourbe, ondisposed'unebonneconnaissancede ,0  (%) grace ~ [S.S.]. 
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Si To est une surface normale, J. Bemstein, I. et S. Gelfand, [B.G.G.] , ont montr6 que pour le c6ne cnbique 

{X3+y3+ Z 3 --- O} aucune de ces proprigt6s n'est v6rifi6e. 

Cet exemple a 6t6 g6n6ralis6 par J.P. Vigu6, IVl, au cas d'une surface ~o = {F(X,Y,Z) = O}, F polyn6me 

homog~ne de degr6 > 3 ayant une singularit6 isol6e h l'origine. 

D'autre part on a maintenant hombre d'exemples oft (i) ~ (iii) ont lien : cf [L], [L-SIn], [L.St], [L.S.S], 

[Mu], IS.S]. On trouvera dans [L.Sm], [L.St] et [L.S.S.] les raisons qui nous ont amen6 h 6tudier les op6rateurs 

diff6rentiels sur des vari6tgs singuli~res ; elles sont issues de la th6orie des repr6sentations des alg~bres de Lie (semi-simples), 

leur d6veloppement augmenterait par trop la Iongueur de cette introduction. 

Le but principal des pr6sentes notes est de revenir sur r6tude de d]9 (TO) pour des surfaces normales munies d'une 

bonne (r-*-action, voir [P.2] ou § 5 pour cette notion, et d'inscrire les r6sultats de [B.G.G] et [V] dans un cadre g6n6ral. 

Plut6t que de d6tailler les r6sultats qui suivent nous indiquerons simplement l'id6e directrice de ce travail : pour une 

surface du type pr6c6dent d~ (TO) n'a de bonnes propri6t6s que si TO est une singularit6 quotient, ~2/G,  du plan par un 

groupe fini. 

On trouvera les 6nonc6s pr6cis des principaux r6sultats en (3.2.2), (4.3.3), (4.3.4), (4A.10), (4A.I 1), (5.2.4 5 7). 

Les preuves ne sont pas originales, elles se d6duisent facilement de celles de [B.G.G] et [V], d6j~ r66crites darts 

[I.11. 

Une cons6quence de cette 6tude est de r6pondre h une question qui se pose naturellement en examinant les exemples 

positifs cit6s ci-dessus. Darts tousles cas la varidt6 TO n'a que des singularitds rationnelles, e.g. ¢'~ -- {X2+y2+ Z 2 = O} 

ou certains anneanx classiques d'invariants ; on montre ici que (malheureusement) une telle condition g6om6trique est 

insuffisante pour assurer un bon compertement de ,El (TO), cf. (5.3.1) et (5.3.2). On pourra 6galement ~ ce propos consulter 

rintroduction de [L.St] or) certaines questions connexes sprit discut6es. 

O .  N O T A T I O N S  

O.1. Les d~finitions et notations concemant les vari6t6s et les notions g6om6triques sont celles de [H] . Signalons en 

particulier : 

(O.1.1.) lP n e s t  respace projectifde dimension n sar (~. 

(O.1.2) Spit R une ~-alg~bre de type fini gradu~e R = • R k, R o = (E. 
k->0 

,On note Proj R la vari6t~ projective associ6e. Rappelons que si f e Rq on dit que deg f=  q et le localis~ Rf est gradu~ 

lpar [ R f ] k = { ~ / d e g a =  t d e g  f + k  } .  

Une base d'ouverts affines de Proj R e s t  alors donn6e par les D+(t') = Spec [Rf] o. 

5Si 2 E Z on d6signe par R(2)  le R-module gradu6 ~ R~+ i- Le l~lProj R -module associ6 est not6 ~ Proj R(2). 
ie~.. 

((O.t.3.) Spit ~ une courbe projective lisse ; tout faisceau inversible ly  , 6galement appel6 fibr6 de rang 1, s'6crit 

f l Y =  ( ~ ( D )  p o u r u n d i v i s e u r D = ~ n p P  sur ~ . l c i  I~ . ( D ) e s t l e , ] ~ ( D ) d e [ l t ] . L e d u a l d e  ly  seranot~ly  v. 
p 3; 
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0.2.  En ce qui concerne les anneaux d'op~rateurs diff6rentiels nous utiliserons les notations inlxoduites darts [L], d'apr~s 

[E.G.A.]. Indiquons quelques notations et propri61ks utiles. 

(O.2.1.) Soit R une ~-algSbre et SI~ = Spec R, on d6signera par , ~ l ( ~ )  ou ,~I(R) l'anneau des op6rateurs diff6rentiels 

0"[XI'"XnJ X i ind6terminSes et I un associ& Rappelons que si R e s t  une ~-alg~bre de type fini 6crite sous la forme I ' 

id6al, alors on a : 

a 
{P= ~ a a  ( - - ) a  0X /acre ¢[X1 ..... Xn] et P(I) c 1} 

,0(R) = 
0 a 

{P = Y~ act ( - -  ) /act e I pour tout a} 
a ~X 

3 5  ~ °~1 O~ n 
0~1 comme d'habitude (3-~) = (~--~-1) .... ~-~J 

(0.2.2) II existe sur ,f9 (R) une filtration par rordre des opEmteurs ; ainsi si R e s t  une E-alg~bre de type fini comme ci- 

dessus on pose : 

= {classes des Y. a~  (_~)0~ , I(xI = 51 + ...... + ~n} ,~m(R) 

I~l_<m 

L'anneau gradu~ associ6 gr ,~I(R) = • ~ m ( R )  est commutatif ; si P • ,~lm(R)\ ,~m-l(R) on dira que ord P = m e t  on 
m d~m-l(R) 

notera (~(P) la classe de P dans dgm(R) , c'est le symbole principal de P. 
dgm-lfR) 

(0.2.3) Si R e s t  une C-alg~bre de type fini intSgre alors ,19 (R) et gr ,~ (R) sont des I~-algSbres intSgres. 

Pour la premiSre assertion cf [L], et pour la seconde on raisonne comme suit. Suit K le corps des fractions de R, alors 

,~  re(R) = {p e d~lm(K) / P(R) C R} = ,19 m(K) fl ,19 (R) et ainsi gr ,~  (R) est une sous-algSbre de gr J~ (K), on 

montre ais6ment que cette demi~re est intSgre. 

(0.2.4) Comme dg(R) C End~(R) ,  ranneau R e s t  naturenement un ,~9(R)-module ~t gauche ; pour D • 29(R) et 

f • R on notera D • f h la place de D(f). 

( 0 . 2 . 5 )  Soit ~I~ un sch6ma sur (~, de faisceau structural 

diff6rentiels, not6 ,~l ~ ,  tel que la fibre en p • ~ soit : 

. 0  %,p = . 8 ( ® % , p )  

o~ (9 ~ ,P est l'anneau local de % en p. 

® ~ ,  on construit un faisceau d'anneaux d'op6rateurs 
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1. C ( ~ N E S  A S S O C I E S  A U N  F I B R E  A M P L E  

1.1 Fixons une vari6t6 projective (int~.gre) lisse ~ et un faisceau inversible ample 23 sur "~ . 

On notera ,a~ i t a  puissance tensorielle ,1~ @i , i e Z .  

(1.1.O.) Nous utiliserons les notations suivantes : 

R = R ( ' ~ , ~ ) =  • H ° ( ~ , ~ i )  
2 0  

Ri = H ° ( ~  , ~ i) 

~ =  ~ ( e ~ . , ~ )  = S p e c R  

~ =  (~ Ri. 
i>0 

Si ~:" est un faisceau sur ~ on abrhgera H i ( ~ ,  ~ ' )  en Hi(~ :') et on posera hi(~F ") = dimfl~ I-Ii(~K). 

I leatchairquel 'anneau R e s t g r a d u 6 ; o n d i t q u e  % e s t l e c 6 n e  associ6h ~ , l e p o i n t d e  ~ correspondant~tl'id6al 

maximal ~ eat appel6 t'origine du c6ne et sera not6 {O}. 

Rappelons quelquea fails bien connus, cf ([E.G.A.] ou [W.3]) 

(1.1.1) Comme ~ eat normale ranneau R eat inthgre et int6gralement clos. 

(1.1.2) La ~-alghbre gradu4e R e s t  de type fini et ha vari6t6 projective associ6e, Proj R, v&ifie : ~ ~_ Proj R. 

(1.1.3) On a prof R~fl, > 2, o6 prof est ha profondeur d'un anneau local et dim ~f~ = dim ~ +1. 

(1.1.4) Si dim ¢~a = 1, i.e. si ~ es tunecourbeproject ivel isse ,  a lors le l ieus ingal ierde  ~ v6rifie 

Sing % C {O}. 

On a Sing ~ = f~ si et seulement si R est un anneau de polyn6mes, auquel cas ~ = ]P 1 (on verra qu'alors 

= ®ip1(I)).  

(1.1.5) Notons '~ff" (~'~, ~ )  = ~ff" It sch6ma Spec S( ,g) ,  (cf. [H] ex. II. 5.18), e'est un fibre, au dessus de ~ ayant 

23-1 pour faisceau de sections ; on note p le morphisme (affine) de V" vers ~ . 

Comme ,1~ eat ample il existe un morphisme de contraction (dominant birationnel et propre) , cf  ([E.G.A] chap. 1| 

8.9 .1)  : 

tel que 11 ' - I (o)  ~ '~  Iorsque ~o estidentifi6h I,, section nulledans ~ff .  

En particulier si ' ~  est une courbe et Sing ~ = {O} alors (x~d',17) est unc d6singularisation de %.  
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1.2. Rappelons, qu'avec les notations de .Ll_, si ~ est ample alors ~ q est lx~s ample pour q >> O. Fixons un tel q et 

POsons : 

(q) (q) 
R(q)= ~ R off R =Rqi. 

i>0 i i 

s+l = h°(~q). 

Doncpardgfinitionilexisteuneimmersion ferm6e ~ ~ ]PS. Notons ~ l'image decetteimmersionet j :  ~ " ; ~ s  

l'inclusion canonique. On a donc ~ = ko ( ~ )  et T,q ---- j*l~ P s(1) = ¢9 ~ (1) par risomorphisme tp de ~ sur ~ .  

Soit J l'id6al homog~ne d6finissant ~ dans p s  et posons : 

S = (E [Xo ..... Xs] 
J 

C'est un anneau gradu6 ; on note Si le sous-espace vectoriel form~ des 616ments homogbnes de degr6 i. Avec des notations 

6videntes, compte tenu de deg Xj = 1, on a donc : 

(~ [X o ..... Xs]i 
S i = j  D II[X o ..... Xs] i 

Grace ~ ~ q  ~ (D ~ (1) il existe fj ~ H ° ( ~  q) correspondant a Xj ~ H°(~ ,  (9 ~ (1)) = S1 ;on pose xj = Xj .  

La vari6t6 ~ est recouverte par les ouverts affines ~ j  = Spec [Sxj] o,  O < j < s, 

l'isomorphisme ko donne : c,~j = Spec [Rfj] o ~- ~j-  

O n a :  

H ° ( ~ j , ~  q'~ ) = [Rfj]o. fj, e 

Supposons maintenant que ~ soit une courbe de genre g. 

Rappelons, ([HI ex. IV, 4.2), que tout faisceau inversible ~ de degr6 > 2g+l est normalement engendr6 : ~ est tr~s 

ample et l'application naturelle 

siffI°(lY)) --4 tt°(IF~ 

est surjective pour tout i ~ • .  

Ainsi l'anneau ~ Ho(~: "i) est engendr6 par ses 616ments homog~nes de degr6 1 et est l'anneau coordonn6 associ6 au 
i>_0 

plongement ~o ' ) ] ) s ,  s+l = h°(~"). 

Soit maintenant ~ un faisceau inversible ample sur ~o de degr6 ~ (>O).On a deg ~ q  = q~ > 2g+l d~s que q > 2g+l 

et ce qui a 6t6 dit ci-dessus s'applique ~ ~F" = :~,q, utilisant les notations de 1.2. il vient : 
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~R~ q) = Rqi = (Rq) i 
V 2~+1 q-> 

8 ] LRI  q) -- s i grace ~1 co 

(1,3.1.) On a ainsi monn-6 que l'anneau gradu6 R = R ( ~  , ~ )  v6rifie la condition (#) de [G.W] ou [I.1] c'est h dire : 

( # ) 3  qo E /~[* tel que V q >  qo R(q)est engendr6par Rqsttr R o = (~. 

On a vu que 1 + [ ~ l convient, ce n'est 6videmment pas le plus petit possible en g6n6ral. 
8 

(1.3.2) Rappelons que 1~ ~ ( ,~ )  est le faisceau sur ~ associ6 au R-module gradu6 

R(2) = i ~ Z  R(2)i  oh R(,£)i = R,,e+i. 

Par ([G.W.] 5.1.5) on a : ~ 2 = O ~ ( , £ )  pour tout 2 ~ Z ,  (on utilise la condition (#)) 

Notons [2 le faisceau canonique sur ~ , i.e. le faisceau des 1-formes diff6rentielles, 

faisceau tangent. On a donc : 

g = h°(~)  = h l ( O ~ ) ,  deg ~ = -  deg 15 = 2g-2. 

15 = ~ v  le dual de ~ , i.e. le 

Signalons que l'anneau R, qui est Cohen-Macaulay par (1.1.3), (1.1.4), est Gorenstein si et seulement si 

pour un N (~ Z ,  cf([G.W.] 5.1.9.). On a alo~ N8 = 2g -2. 

1.4 Faisons ici ~'~ = ~> 1, i.e. g = O, Tout fibr6 ample de rang 1 s'6crit ~ = (9 p l(n) avec n = deg ~[~ > O. On a 

= @ ~> 1(-2), donc les anneaux R(]P 1, ~ ]P l(n) ) sont de Gorenstein si et seulement s in = 1 ou 2. 

(1.4.1.) Les anneaux R = (D H°(O ~> l(in)) peuvent se d~crire de la fa~on suivante cf. [P.1.]. R 
i>0 

oh Xo,...,X n sont des ind6termindes et I est l'id6al engendr6 par les mineurs 2 x 2 de la matrice 

(XaXl ........ 
X 2 ....... X n } 

(Z [Xo ..... Xn] 
I 

Remarquons que R e s t  r6gulier si et seulement si n = 1. 

(1.4.2) I1 est utile de donner une autre pr6sentation de R ; soient X, Y deux ind6termin6es et Z n  le groupe Z / n Z  

ol~rant sur (I: [X,Y] par (X,Y) .---) (fOX. 0,)Y) oh O) est une racine primitive n-i~me de l'unit6. L'anneau des invariants 

(~ [X,Y] Z n  est 6gal 

(~ [X n ....... xn- iyi  ..... yn] 

On remarque alors que l'on a un isomorphisme de ~ IX°"' ''Xn]" introduit en (1.4.1), sur (I [X,Y] Z n en envoyant la classe 
I 

de X i sur X n'iYi.  
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2.1. On fixe une courbe projective lisse ~ et un faisceau inversible ample ~ ; on utilise les notations inlroduites au 

§ 1. En particulier R = R(¢~, ~]3 ) ,  % = SPOc R. 

Nons adopterons les notations de [I.1.]. 

(2,1,1) Notons `0  = `0(R) ranneau des op~rateurs diff6rentiels sur R. Rappelons qu'il est filtr6 par les 

~ m _ -  ~m(R)  = {Di= .~  /ordD -<m} 

Oil a ~ m  __ Derm(R) 1~ R o~l Derm(R) = {D ,= d~ TM [ D* I = O} est le R-module des op6rateurs diff6rentiels sans terme 

constant d'ordre _< m. 

On pose Der(R) = U Derm(R), de sorte clue ,~  -- R ~ Der(R). 
m_>0 

L'anneau ~l  estgradu6:d~ = ~ `0,~ o ~ l ' o n n o t e ` 0 ~  ={DE `0  / D * R i  C Ri+~ pourtout i } ,On  pose: 
, e ~ Z  

degD=,,e si D e  ~ l ~  

m 
`0m,$ = .0  2 fl . 0 m  , Der~(R) = d~)~ 13 Der(R),Der ~ (R) = Der $(R) n Derm(R), 

ainsi : Derm(R) = ~ m ,$e 2~ Der£ (R) , DerfR) = ~ Der$(R). 

(2.1.2.) On a vu que Sing % C {O}, on pose %0 = % - {O} qui est one vari6t6 quasi-affme lisse. On note (~ %0 le 

faisceau structural et . 0 % 0  le faisceau d'anneaux d'op6mteurs diff6renfiels sur ~ o  ; .0  ~ o est filtr6 par les .0  m %0 et 

on d6finit . 0 e r g o ,  le faisceau des op6rateurs diff6rentiels sans terme constant, de mani~re 6vidente de sorte que 

~ m  m 
O---->l~l%o----> %o--->, tger%o ---->O , , ~ e r % o =  U d ~ e r ~ o .  

m>0 

Par ((1.1.3), (1.1.4) et [L] prop. 2 p. 167), il vient : 

m 
V m > O, H°(%o, ,~1 ~ o  ) = d~m(R), H°(%o, . 0 e r g o  ) = Derm(R). 

(2.1.3) L'anneau R 6tant gradu6 il admet one pr6sentation de h forme : 

[Xo ..... X s ] = ~ [ x o  ..... xs] 
R =  (!9 

ave(; : 

X i ind6tennin~e affect~ du dcgr~ d i > O. 

(]~) = (F1 ..... Ft) id~,al homog~no. 

xi = classe de Xi modulo (~). 
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On posera d = min {di, O -< i < s} > 1. 

L'espace vectoriel ~[Xo,..., Xs] j a pour base les X Iga ...... X ~ s  tels quej = deg X 0~° ..... X ~ s  = ~odo +.... + O~sds. 
0 S 0 S 

Donc en posant ~_)j = (E_) 13 (E[X o ..... Xs] j o n a : R j  = H ° ( ~ J ) =  ~ [ X o  ..... Xs] i Insistons stir Rj = (0) si 
' (E)j 

O < j < d .  

On peut introduire la d6rivation d'Euler : 

S 

I = ~ d i X i  ~-~i 

i--O 

S 

2 et on note encore I =  diXi~xi laddrivation qu'elleinduit sur R.. Onaa lo r s :  

i=O 

V f e  Rp, I*  f = p f .  

m m ~ m  
d92 = d~2 (R)= {D ,= 1 [I,D] = I D- DI = 2D} 

Dex~ (R) = {D e Derm(R) / [I,D] = 2D} 

Remarquons que I e Dero(R ). 

2.2 Rappelons que ¢~ __.- Proj R ; le groupe I~* opbre sur R par ~ .  f =  ~Ldfsi f e Rd, ~, e II*. Donc ~ *  op~re sur 

= Spec R avec un unique point fixe {O}, on trouve ainsi ~ _= ~ o/1~* et l'on note ~ la projection 

%0 --~ % = ~Yoo/(~*, c'est un morphisme aff'me. 

(2.2.1) Introduisons le faisceau sur ~ o  des germes d'op6rateurs diff6rentiels d'ordre < m e t  de degr6 2 sans terme 
m 

constant, que l'on notera , ~e r%o ,2  ou plus simplement d~ger~. 

Soit f e Rq, l'anneau Rf 6tant gradu6 on d6finit : 

m 
Dere (Rf) = {D e Derm(Rf)/D.[Rf] i C~ [Rf]2+i} .  

1 Notons que la d6rivation I de (2.1.3) s'6tend & Rf en un 616ment de Dero(Rf) et on a : 

m = {D e Derm(Rf) / [I,D] = 2D} Der 2 (Rf) 

Le faisceau d~er~ sur ~ o  est donn6 sur l'ouvert D(f') = Spec Rf , f e Rq, par : 

m m Signalons que F ( ~ o ,  m m F(D(f), d~er~ ) = Der 2 CRf). ~ e r  2 ) = Dere (R), cf. (2.1.2). 

A.m,~ = Tr.,~}era ,m.~ c'est un ~ _ -module ;sur un ouvert affine D (f) = Spec[Rf] o de ~ on a : (2 .2 .2)  Posons 
% + 
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F(D+(O, ® ~ )  = [Rf] o 

F(D+(f), A~ " m m ) = F(D+(f), ,~)er~ ) = Der2 (Rf). 

I1 est done clair que [Rf] o Der~ (Rf) C Der~ (Rf). On a en outre : 

H ° ( ~ , A ~ ) =  l - ' (~o,  ,~)er~)=Der~ (R). 

2,~ Nous allons rappeler les r6sultats de [B.G.G] repfis dans [I.1.] en toute gtntralitt. 

(2.3.1.) PROPOSITION. Soit qo comme dans (#) de (1.3.1). Alors on a : 

m A m ® 2~2 k/ ,e  E 7. tel que 121 > qo, A2 ~ o 

Cet isomorphisme 6tant compatible h rinclusion A ~ '  ) A~ pour p > m. 

Preuve On rtgcrit celle de ([I.1] Lemma 6) avec les notations prtc6dentes. Soit f ~ Rq, D+(f) = Spec [Rf] o, On a : 

U(D+(f), ® ~ ) =  [Rf]o, 1-'(D+(f), A~ ) = Der~ (Rf). 

F(D+(0'A°m ~ ~'2)--Derm(Rf) ® [Rf]o F(D+(f) '~ '2)"  

Ecfivons ,~ = el21, e 2=1, pour 121 > qo; prenons f = fj e RI,~I comme en 1.2, de sorte que les D+(fj) = ~ j  recouvrent 

~ .  On a I~(~j  , ~  2) = [Rfj]o ~ et on peut construire une application l" (~j ,  A m ® Z "~) ---> F ( ~ j ,  A ~  ) en envoyant 

m . D ~ fej sur fEj D pour tout D E Der ° (Rfj) . .  L'mverse de cette application 6tant 

m 
D ~  Der,2 (Rfj)~f-13. D ~ fE.. 

J J 

(2.3.2) Nous utiliserons les notations de [I.1] , on pose : 

A m 
0 

A 1 °1= o '  O m = ~  si m > - l , ~  =®%_.I~  ~%.,  
0 

Oo = ® _ , 0 - 1  = ( O ) .  
% 

Par [B.G.G] ou [1.1.] on a des suites exactes : 

(*)m,2 : V m > o ,  V 2  E Z,O---> O m - l ~  ~ ' ~  -'-)' Om ~ ,,~2 ....).,0m ~ ,~,~ ..._). O. 
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Elles sont d6duites de O ----> Om-1 -'~ Om -'--> O m --') O off la premibre flEche est la mutiplication par 

A 1 1 I • H°(¢~, ~) = Dero(R). Notons que (*)1,O est la suite duale de celle de ([W.3.] (1.1.5)) qui est donnde par la premiSre 

classe de Chem c l ( ~ )  • HI(~)  - {O} ; en particulier eUe n'est pas scind6e, el. ([I.1] preuve du lemme 9). 

(2.3.3) I1 est clair que l'on a des suites exactes : 

m 
A 2 

m-1 m 
(**)m,,£ O ---> A 2 --~ A 2 ~ ~ ~ O pour ,~ • Z ,  m > 2. 

A 2 

Lorsque [AI > qo ou .£ = O elles s'6crivent par (2.3.1) : 

m-1 m ~ . £  
O - - ) ' A  2 --'-> A 2 "¢ Gm ® ---) O.  

(2.3.4) Par ([B.G.G.] ou [I.1.]) on a : 

(***)m O --> ~ m  --> (Ym --> 0 ® (~m-1 --> O.  

(2.3.5) Des suites (*)m,2 et (**)m,2 on d6duit les longues suites exactes : 

(I)m, 2 ~ttm,2 
(*)'m,A : 0--> H°((~m-1 @ ~2) ) HO((~m ® ~2) ) HO(1~rn @ ~[~2) 

) Hl(C~m.1 @ ~,~) ) Hl((~m @ ~ 2 )  ) HI(O m @ ~]~2) 

pour m>-O, ,~  e Z .  

m-1 
(**)'m,~ : O--'> H°( A 2 ) ) Ho(A~) ) Ho(G m @ ,~2) ; 

AN'I  ) ) HI( A N) ') Hl((Im ) HI( ® 

pourtout m 2 2 ,  [,~l ->qoou . £ = O .  

(2.3.6) En tensorisant la suite (***)m par 1~ "p, p e 7., on dSduit : 

(***)'m,p : O ~ Ho(CJ~ m ® ~) ) H°(Gm ® a~ ~°) ) H°(~ t~'l ® Gin-l) 

3m ) HI( ¢J~m ® ~) ) Hl((~m ® oP) ) HI( I~-1 ® fire-l) 

) 

) o  

) o  

) o  

3. O P E R A T E U R S  D I F F E R E N T I E L S  S U R  L E S  C ~ N E S  A U  D E S S U S  D ' U N E  C O U R B E  

D E  G E N R E  >1. Cas g6n~ral. 

On consid~re dans ce paragraphe une courbe ~ de genre g > 1 et ~ un fibr6 ample de rang 1 de degr~ 8 > O. 

Toutes les notations des § 1 et § 2 seront librement utilis6es. Insistons sur deg O = -(2g --2) < O, off 0 = ~ v  est le 

faisceau tangent. 
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3.1 On va d6duire des suites exactes de 2,3, quelques corollaires, cf [B.G.G.] ou [I.1]. 

(3.1.1) L E M M E :  ~/ 2 < 0 ,  V m > O ,  H°(Om ~ ~ 2 ) = 0 .  

Prenve:Pour m=O:Oo ® /,,,2 =~2 ~2 avcc deg = 28 < O si 2 < O, done Ic r6sultat eat clair. On fait alors 

une r6currence sur m. Comme 2g-2 _> O on a pour m > O : 

degO m@ ~2 =2~+m(2-2g)<O. 

De (2.3.5) on tire H°(Om_l @ ~ ' £ )  = H°(6m ~ ~ 2 )  et on termine par rdcurrence. 

(3.1.2) LEMME :V m _> 1, V 2 < "qo, H°( A~)~ H°(A~). 

Preuve : Comme 2 _< -% < O on a H°(Om I~ T, 2) = O par (3.1.1). De (2.3.5) (**)'m.2 on d&luit 

H°( A~ "I) ~ H°(A~) pour m > 2. 

3.2. Nous allons montrer darts cette section qu'il n'existe pas d'ol~rateur diff6rentiel sur R de degr6 < O. 

o m m 
(3.2,1) PROPOSITION : V m -> 1, V 2 < O, H (A2)=Der 2 (R)=O. 

([W.2] ou [W.3.])  on a Der~ (R) = O si ,~ < O. En particulier : V ,~ < -qo, H°(A~)  = Der~ (R) = O, P reuv¢  : Par 

Par (3.1.2.) V 2 < -qo, V m > 1, H°(A~)  = Der~ (R) = O. 

Soit m ___ 1 ct 2 < O, prenons k > 1 tel quc k 2  < "qo ; si D e Dcr 2 (R) on a D k e Derkm 2 (R) dane ~ (R) = , ~  et 

done D k = O par cc qui prdc&le. Comme ,/~ eat intbgre il vicnt D = O. 

(3.2.2) C O R O L L A I R E  : L'id6al ~ = (~) Ri es tun  sous -~ -modu le  de R, 
i>0 

R En particulier d~l n'est pas un anneau simple et (I: = ~ - -  est un d~l-module simple. 

P reuve  : Par (3.2.1) , ~  = ~ ,~l 2 ; comme , ~  2 * Ri C Ri+2 il vient d~}*¢J~ C ¢1~,. Les autres assertions sont 
2 > 0  

alors 6videntes. 

3.3 Nous allons ddcrirc d~lo(R) U m = d~ ° (R) commc dans [B.G.G]. 
m_>0 

o 1 1 (3.3.1) L E M M E  : On a H°(Ol) = H (A~) =Dcr~) (R) = l~.I. 

Preuve On utilise [W.2.] (se mppeler que g > I). 

(3.3.2) LEMME : Supposons g > 2, alors : 

V p > O,V m > O H°(O p @ Ore) = O et h°(Om) = 1. 

P r e u v e  : L'hypoth~se assure que deg ~ < 0 ;donc H°(1.q p) = O pour p > O. On fait une rdcurrence sur m. Si m = 1, on 

fire de (2.3.6) : 

O -") H*(O p) ffi O ---9 H°(OI @ OP) ---) H°('t~ °+1 @ ~,) = O ~ .... 
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(onrappeUeque 'II, _=_ ( ~ ) .  

Pour m quelconque une nouvelle ulilisation de (2.3.6) et la r6curence dorment H°(O p ~ tim) = O.  

Pour calculer h°(Om) on utilise (2.3.6) avec p = O, fl vient H°((~m) = H°(t'J~ m) puisque H°(~ ~ ~m-1) = O, d'oB 

h°(Om) = L 

(3.3.3) LEMME : Supposons g = 1, donc O -= ~ _ , alors '9' m -> O, ha(Ore) = 1. 

Preuve : Compte tenu de (3.3.1) c'est ta preuve de ([B.G.G.] Lemma 5) en utflisant les suites exactes de (2.3.6). 

(3.3.4) T H E O R E M E  : L'espace vectoriel Der~ (R) est de dimension ra de base {I, I2,...,Im}. Ainsi "9' m > O 

m 
~m(R)---  ~) E I i. 

k ;  i=0 

Preuve: C'est ceUe de ([B.G.G] Proposition 1.2 °) en notant que h°((~m) = 1 par (3.3.2) et (3.3.3). 

3.4 Comme il est signal6 dans [B.G.G] on a des r6sultats analogues en rempla~ant ,~I(R) par rannean des germes en O 

d'ol~ratenrs analytiques sur ~ .  Notts laissons le soin au lecteur d'~noncer ces r~ultats. 

4. O P E R A T E U R S  D I F F E R E N T I E L S  S U R  L E S  C ( ~ N E S  A U  D E S S U S  D ' U N E  C O U R B E  

D E  G E N R E  >1 ,  C a s  G o r e n s t e i n  

,l.l.On reprend % ,  ~ comme au § 3 et l'on fait l'hypothSse suppl6mentaire suivante : 

R = R ( ~  , ~ )  anneau de Gorenstein. 

(4.1.1) Rappelons que R Gorenstein &tuivaut & rexistence de N (ici > O) tel que ~1~ N = ~ ,  cf (1.3.2). On a alors 

N~ = 2g-2 si 8 -- deg ,1~. 

(4.1.2) Si ~ es te l l ip t iquei .e .g=l ,  R est toujoursGorensteinpuisque~O= ~ _ = [ ) .  
% 

(4.1.3) Si la suite (F 1 ..... Ft), d6finissant ~ comme en (2.1.3), est rEguliSre dans (~[Xo ..... Xs] alors R est Gorenstein 
t s 

et on pout prendre N =j=~=l cj " i=O y" di oB deg Fj = cj, cf ([I.1] § 3). 

En partieulier, si X, Y, Z sont des ind6termin6es et si F est un polyn6me homogSne de degr6 n > 3 dans 

S = lI[ X, Y, Z] avec deg X = deg Y = deg Z = 1, posons R = F~S. 

Supposons que R soit normal (int~gre), ~ = Proj R 6tant une courbe de genre g(> I). 

Ona6videmment % ' J -> p 2  = Proj S, le faisceau 2~, --'.I*~ ~ 2  (1) est tr~s ample et ron a 

R =  (~ H°(,~ i) 
i>0 

Legeurede ~ est g = l(n-1)(n-2), on a ~ n - 3  = ~ ,  deg ~ = n ; l'anneau ,~(R) est alors 6tudi6 dans [V], nous 

voulons g~r~mliser cette ~tude & R(~,/~,)  Gorenstein quelconque. 
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(4.1.4) Signalons enfin que si g >-- 1 et ~J~ = • ~ ( P )  pour P u n  point de ~ la condition R(~o,~J~) Gorenstein est 

caract6ris6e dans ([G.W.] 5.2.6). 

4.2 Nous allons reprendre rapidement la preuve de quelques r6sultats figurant dans [B.G.G], IV] et [I.1.] ; nous ne 

rappellerons pas toujours les r6fdrences pr6cises de ces r6sulmts. 

(4.2.1) LEMME : Soit mN < ,~-1 alors : 

(a) V O < i _ < m - 1 ,  H l ( l~ i~  ~ ' $ ) = H l ( a i  ~ ~J~'$)=O 

(b) L'application qJi,,~ de (*)i,,~ en (2.3.5) est surjeclive pour O < i < rn : 

Ho(Oi~  ~ ) =  HO(~i ~ , ~ 2 )  

I n ° ( 6 i _ 1 0  , ~ )  

Preuve : On v6fifie que naN < .~-1 implique H°(~  (i+t)N-'~) = O pour O -< i _< m-1. On fait alors une r6currence, grace 

(2.3.5), pour trouver Hl(~i  ~ ~ ' ~ )  = O pour O -< i -< m-1, On en d6duit la surjectivit6 de qJi,,~ pour O -< i <_ m, et 

comme ~i,.~ est la multiplication par I on ales r6sultats cherch6s. 

(4.2.2) LEMME : Soient ~ _> qo et m _> 1 tels que mN _< ,~-1. Alors : 

1 

( a ) ~ l - < i ~ m  , H ° ( 6 i ~  ~ ) =  Der~(R) 

Der~l(R) 

(b) Pour mN+d > qo. 

m m-1 m-1 
DermN+d (R) ~ DermN+d (R) + I DermN+d (R) 

Prenve : Rappelons clue qo et d sont introduits dans (1.3.1) et (2.1.3) respectivement. 

(a)Pour i=  l :H°(Oi  ~ ~ ) = H ° ( A ~  ~ ~ '~ )=H°(A~)=Der~(R)e tcommeDer~(R)=(O) le rdsn l t a t e s t  vrai. 

Montrons par r6currence sur i que HI(A~ 1) = Hl(Gi ~ ~ "~) = O pour 1 < i < m-l, Par (2.3.5) on a 

.... ~ HI(Ai~ I) ..~ HI(A~) ....y Hl(oi @ ~ 2 )  _.> 0 

Donc si HI(A~ 1) = 0 il vient HI(A~) = Hl(ffi I~ /~,'~) ce qui vaut O par (4.2.1) si 1 < i < m-1 

La suite (**)'i,2 donne ainsi pour 1 < i < m : 

0 ---)' H° (A~  I) -") H°(A~) =--) H°((~i ~ .1~'e) -'=) O. 

On termine par (2.2.2). 

(b) Comme d >- 1, .~ =mN+d _> mN + I e t  (a) s'appl.ique : 
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I)cr~1(R) 
H°(O'i O ~1~'~) - Dcrljl(R ) pour i=m- l ,m.  

De (4,2.1) on tire H°(lgm@ ~ ' ~ ) =  H',(tSm @ 2~,2) 
IH°(Om_l @ 11~,2) ' 

d'ofi le r6sultat. 

mais H°(19 TM @ ~ m N %  = Ho ( ~d)._ e O ( ~ N  = ~ =19v) 

4.3. Pla~ons nous maintenant darts le cas off ~ est elliptique, i.e. N = O. Alors les 6nonc6s de 4.2 prennent une forme 

simple, et ron retrouve les r6sultats de [B.G.G]. 

(4.3.1) L E M M E : V  m_> O, V,e _>1 H°(~[~'~)= H°(Om~ ~ ' ~ )  
IH°(t~m.1 O ~,,e) " 

Preuve : C'est (4.2.1) en notant que N = O et 19 _= ~ . . 
% 

(4.3.2.) LEMME :(a) V m >  i, V 2  >_ qo H°(~m ~ ~ 2 )  _ 

m 
Der2fR) 

Der~'l(R) 

m 
Der2(R) 

(b) V m > 1, V 2  _> qo dim(~ Der~.l(R)+ I Der~_lfR ) 
- 5 2  >O. 

Preuve (a) est (4.2.2) (a) 

(b) r6sulte de (4.3.1) et (a) ci-dessus puisque 
Der~(R) 

m-1 m-1 = Ho(,~ 2)  qui est de dimension ~,~ car 
Der 2 0t)+IDere 0t) 

est elliptique et deg ~ 2 = 5 2  > O. 

(4.3.3) THEOREME : Fixons ,,e > qo (> O) et pour tout k >_ O posons comme dans [B.G.G,] : 

~k = E Va29 ~(R)+ Y .0i(R). 
n>_O i_> ,~ + 1 

Alors (~k)ke 1~ est une suite strictement croissante d'id6aux bilat&es de .O(R), (qui n'est doric pas noeth6rien). 

_ s+k 
Preuve : Rappelons que d ~  (R)~ )~ (R)e t  , ~ ( R ) , ~  (R)sont contenus dans d,~,£+t(R). 

S I1 est clair que flk est stable par addition. Soit P e ,~1 t (R) deux cas sont possibles : 

- s i t  --- O, P e • 1 +....+ ~ I s par (3.3.5) et alors : 

P d ~ ( R ) +  ~ ( R ) P  C ~ I n d ~ ( R )  

r~>O 

P , ~ j ( R ) + , ~ j ( R ) P C  ~ ~ i ( R )  si j > 2 + l .  
i>2+1 
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- s i t > O , P , E I j ( R ) e t  d~(R)Psontcontenusdans  Y, d~i(R),pourtout  j > , ~ .  

i>__,~+l 

On a donc montr6 que ~k est un id6al bilat~re de ,~  ; il est 6vident que ~k CS ~k+l. 

Remarquons que : 

V D G Derk(R), ~'n > O, I n D ~ Der k+n-1 (R) si ord D = k. 

En effet gr d~ (R) est int~gre et si I n D ~ Der k+n+l(R) avec ord D = k, il en d6coule : (I(I) n (I(D) = O clans grd~ (R) avec 

~(D) • O .  Cela force (I(I) = O ce qui est impossible. 

De cette remarque on tire les 6galit6s : 

•f 
k+l  k k 

~k I"1 Der ,~ (R) = Der e(R) + I Der~(R)  

/ .  k+l  k+l  

L Ok+l fl Der 2 (R) = Der ,~ (R) 

Grace ii (4.3.2) (b) on conclut ~k+l ~ ~k- 

(4.3.4) THEOREME L'alg~bre d~ (R) n'est pas de type fini sur ~ .  

Preuve : Par (3.3.5) et (2.1.3) si d~l(R) est engendr6 par Po ..... P13 sur II on peut toujours supposer : 

P o = x o  ..... Ps = Xs, deg Pi = di > O, ord Pi = O = mi ,  O < i < s, 

Ps+l = I, deg Ps+l = O, ord Ps+l = 1. 

deg Pj = dj > O, ord Pj = mj > O si s+2_<j < 13. 

Remarquons que par (4.2.2) (b) il existe un Pj tel que deg Pj = dj > O et ord Pj = mj > O. 

Pour Q e Derr~(R) 6crivons Q = ~ a o ~  Po~, aot e II ,  O a¢ PIx produit de Pj que ron pout supposer par 

homogdn6it6 de degr6 ,~, Si Pj apparait ,~j fois, ,~j ___ O, dans P0~ on a donc : 

(*) deg P0~ = 2 = do .~o+.-.,+ ds ,~s + ds+2 ,es+2 +.....+ d13 213. 

m ~ m~l(R)) Prenons Q E Der2(R ) \ (I Der (R) + Der avec ,$ > qo et m > ,~(mo+,..+ m13) > 1, c'est possible par 

(4.2,2) (b). Remarquons que si Ps+l = I apparait darts un P0~, on peut toujours soustraire ce P0~ ~ Q et finalement avoir 

• ~s+l = O dans tout P0~. 

Par (*) on a ,~i < ,~ pour i > s+2 et il vient : 

ord P0~ < ,$s+2 ms+2 +....+ ,~13m13 < ,~ (mo+...+ m13) 

Doric m = ord Q < ,~ (mo+...+ m13) et une contradiction. 

4.4 Nous allons maintenant supposer que ~'~ n'est pas elliptique c'est h dire N > O. Cette hypoth~se sera en vigueur darts 

toute cette section. 
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Nous allons 6noncer un r6sultat technique 6nonc6 en ([I.1] Lemma 9), tit6 de [V]. Rappelons que l'on a pos6 

d = m i n  {di, O < i < s }  > 1. 

(4.4d) L E M M E  Soit ,e < raN+d-1 avec m > 1. Avec les notations de (2.3.5) on a ~tJm,,e = O. Donc ~m, ,~  : 

HO(t3m_l ~ ,~ ,e )  _.~ HO(ffm ~ ~ , e )  est un isomorphisme donn6 par la multiplication par I. 

Preuve C'est celle de ([I.1.] Lemma 9) que l'on 6crit avec les notations pr6c6dentes. I1 faut remarquer qu'~t la fin de cette 

d6monstration on obtient une fl~che ~ = H ° ( ~  ~ ) - - - ~ H l ( ~ 3 m . 1  ~ ~ m ) ~  O; il s 'agit de s 'assurer que 

Hl(ffm.1 ~ ~ m ) ~  O pour conclure ~ l'isomorphisme (et ~t Xgm,m N = O). Cela peut se montrer en consid6rant la longue 

suite exacte (*)'m-l,mN et en utilisant Hl(~'])a~ O. Remarquons que ron a H°(t~ "m ~ ,~mN+j) = HO(o~j ) et la nullit6 de 

k~/m,mN+j est 6vidente si O < j < d ou si j < O. 

(4.4.2) P R O P O S I T I O N  Supposons m > 1 et qo < 2 < raN+d-l, alors Der~(R) = R ~ I  si m = 1 

m m-1 m-I 
et De r2 (R)=I  Der 2 (R)+Der  2 (R) si m - > 2 .  

preuve : Cela r6sulte de (4.4.1) combin6 avec (4.4.2) (a) 

Nous voulons nous affranchir de la condition ,e ___ qo darts (4.4.2) nous commencerons par le r6sultat 616mentaire suivant : 

(4.4.3) L E M M E  : I1 existe des 616merits fl ..... fv de R tels que ~ o  = 0 U i ,  Wi  = Spec Rfi et : 
i=l 

V l < i < v ,  3 3 i e  Derl(R) desor teque  Derl(Rfi ) = R f i . I ~ R f i  ~i. 

II[Xo ..... Xs] - (E[Xo ..... Xs] S i n g R = { " J ~  = ( x  o ..... X s ) } ; o n p o s e  V i = S p e c R x  i, P reuve  : Rappelons que R 

o n a d o n c  Vi ouvertaffineet '~oo = 0 Vi. 
i=0 

(1) Soit P = (Xo - Oto ...... xs- 0ts) e Max Rxo, donc 0t o ~: O. Alors il existe j,,e e {O,...,s} tels que 

= PRp = (xj - 0~j, x 2 - ~,~) avec 0tj • O. 

La preuve de cette assertion est facile, esquissons la. 

Si X o - O ~ o ~ ° 2 ,  j = O c o n v i e n t .  Si Xo-0to e ~ 2 , s u p p o s o n s q u e  ~° =(Xl ,  X2) (qu i t t e~renum6ro te r les  xj) et 

cherchons une contradiction. I1 existe q~ e R\ P tel que 

il i2 e R. Posons tO = ~ ~o (J) avec ~o (J) homog~ne et soit ~o (h) la (*) ~ ( X o -  0~o) = 2 .#b i l , i2Xl .  . x 2 avec bi lJ2 J 

11,12 

premibre composante n'appartenant pas ~ P, c'est & dire deg ~o(J)> deg ~o(j-1), q~(h+j) e p s i  j > 1, ~o(h)~ p. 

Consid6rons la composante homog~ne de degr6 do + deg q0 (h) du membre de gauche de (*) ; comme deg Xo q~(J) < deg Xo 

2 ;  " 
Jl x ~  (avecq>  h). ~ (h)  si j < h i l v i e n t  x o q~(h)-o~ o qo(q)= Cjl,j2Xl 

Evaluant en P on trouve XoqO(h) e p e t  xo~ P, ~o(h)~ p donne la contradiction. 
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(2) Soit P comme en (1) ; alors I fait parde d'une base de Derl(Rp). En effet E = Derl(Rp) est fibre de rang 2 stir Rp et 

E/~aE condent la classe de I qui est non nulle par 1 ,  (xj-0~j) = dj xj et xj ~ ~o. par le lemm¢ de Nakayama il existe 

doric ~ • Derl(Rp) relic que Derl(Rp) = RpI ([~ Rp.b. 

O) De (2) on d6duit rexistence de f • R\ P tel que Der I (Rf) soit libre de base {I,~ } avec c) • Derl(R). 

(4) Par (3) on peut recouvrir Spec Rxo par des ouverts Spec Rfj, j • { 1,....,X)o} tels que Derl(Rfj) soit libre de base {I,3j } . 

On fait eette construction pour tousles Spec Rxi, 0 < i <_ s ; la collection des Spec Rfj = U j, 1 < j < ~ i ,  O < i < s, 

convient. 

(4.4.4) LEMME : On conserve les notations de (4.4.3). Dans l'anneau gr ,~(Rfj) rid6al engendr6 par le symbole de I est 

premier. 

Preuve : Posons f = fj ; puisque Rf est r6[gulier on a gr ,~(Rf) =SRf(Derl(Rf) (l'alg~bre sym6trique du module Derl(Rf)). 

Doric de Derl(Rf) = Rf.  I ~ Rf.b., ~ = 3j, on d6duit le r6sultat. 

Au vu de (4A.4) il est raisonnable de supposer que (5(I) engendre un id6al radiciel de gr ,~  (R), ce que nous ferons darts ha 

proposition qui suit.. 

(4.4.5) PROPOSITION : Supposons d = 1, i.e. H°( ,~)  4: O ; alors s i m  > 1 et 2 < mN on a Der~(R) = R eI si 

m-1 ~-I(R) si m >_2. m = l  etDer (R) = I D e r  2 (R) +Der  

Preuve : Soit D • Der~ (R). Prenons m > 2, le cas m = 1 6tant analogue. Si 2 = O on a l e  r6sultat par (3.3.5). Si ,~ 

>1 ,  

D q o ~ _  m q o _ .  tJer2qo(l<) et de (4.4.2), puisque qo -< ,~qo -< (mqo)N si 2 _< raN, on tire : 

mqo-1 . mqo-1 
D q ° ~  I o e r 2 q  ° (R) + Der2q  ° (R). 

Enpassantdansgr , l~(R)ontrouve O ( D ) q ° • o ( I ) g r d ~ ( R ) . O n e n d 6 d u / t  O ( D ) • O ( I ) g r d ~ ( R )  etler~sultat. 

Ainsi pour tout j • {1,...A)} il existe Pj, Tj • m-1 Der 2 (Rfj) tels que D = I P j -  Tj ; alors I(Pj- Pk) = T j -  Tk pour 

j,k < 1) sat Uj  n Uk. En raisonnant comme daus la preuve de (4.4.2) on trouve D G I Derr~'l(R) + Der l~ ' l (R) .  1 <_ 

(4,4.6) La condition d = 1 est v6rifi6e dans les exemples suivants : 

(a) ~ quelconque,,~ =f2.  (b) ~ =Proj F ~ , ~ = ®  ~(1)commeen(4 .1 .3)  

(et bien stir pour ~ elliptique, ~ ciuelconque mais ceci a 6t6 exclu de cette section). 

(4.4,7) Pour simplifier et compte tenu de (4.4.5) nous supposerons d6sormais que : 

~ ' O _ < 2 _ <  mN+d-1, Dern~(R)=I  Derr~'l(R) + D e r r ~ ' l ( R ) s i m - > 2 e t  D e r ~ ( g ) =  g . ~ I s i  m =  1. 

(¢eha est vrai pour ,e = 0 par (3.3.3)). 
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m 
(4.4.8) C O R O L L A I R E  : Fixons k > O et soit D ~ DerNk+d(R). Supposons que D = f D1 D2....Dr avec f E R et 

Di ~ Der (R) homog~ne et d'ordre < k, pour tout i. Alors il existe P d'ordre < k tel que D = IA + P, A ~ Der m-1 (R). 

Preuve : Ce r6sultat est celui de ([V] Lemme 3), la preuve est identique, rappelons la. Si m < k il n'y a rien ~ montrer ; 

supposons doric m = ord (D) > k (donc r > 2). I1 existe j tel que deg Dj < N ord Dj + d-1 sinon 

deg D = ~'. deg Di > mN + rd et alors Nm + rd < Nk + d c e  qui est contmdictoire. 
i 

Par (4.4.7) Dj ~ I D e ~ I ( R )  + DerP~I(R), oh ,~= deg Dj ,  p = ord Dj. On en d6duit D = I D'+D" avec D" somme 

d'op6rateurs du m~me type que D mais d'un ordre strictement inf&ieur. Une r~currence termine la preuve. 

On peut maintenant d6montrer l'analogue de (IV] Proposition 5). 

(4.4.9) PROPOSITION : Fixons k > O, notons H k k i le sous-espace vectoriel de Der (R) form6 des sommes de 

pr~luits d'ol~rateurs d'ordre < k. Alors on a : Der d (R) D ttNk+d. 

Preuve : Un 616ment D de HkNk+d s'6crit D = Y~ f D 1 D2...D r avec f DID2...Dr ~ Der m (R) v~rifiant 

les hypotheses de (4.4.8). Donc D = E (IA + P) avec ord P < k, apr~s une mise en facteur D = I D' + D" avec D" 

d'ordre < k. Comme oil a n6cessairement ord D' < k, il vient : 

k k-1 k-1 
HNk+d = I DerNk+d (R) + DerNk+d (R). 

L'assertion d6coule donc de (4.2.2) (b). 

Comme darts ([V] Th#.or~me) il vient : 

(4.4.10) THEOREME : L'alg~bre ,,O(R) n'est pas de type fini sur ~ .  

k 
P r e u v e  : Si d~ (R) 6tait engendr6e par un nombre fini d'616ments, il existetait k > O tel que : DerNk+d (R) = k+d ' 

k 
(par homog6n6it6), avec HNk+d comme darts (4.4.9). D'ofl une contradiction. 

(4.4.11) THEOREME : Pour k > O on pose : C k = {i E ~ *  / i = pN-KI, p > k}, 

~ k = E  E l n d ~ P ~  N+d(R)+ E d~i('R) 

n_>o N *xc k c k 

Alors (~k) est une suite croissante d'id6aux bilat~res de d~(R) et ~k+l ~ ~k si kN + d > qo" En particulier d~ (R) n'est 

pas noeth6rien. 

Preuve : De (4.4.7) il d6coule facilement que : 
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E n m-I V m >  1, V O < 2  < mN+d-1, ,EI2(R)=  I d~ 2 (R). Ceciimpliqueen particulier ,~I ,~(R)=O pour 

n_>O 

O < 2 < d. Montrons que flk C_ f lk+l '  Par d~finition C k -- Ck+ 1 U {kN+d} et flk est 6gal 

I ,~ kN+d(R) qui est contenu dans 

Cl÷x n_>O 1~I *N~ k n>O Ct÷l n>O 

+ 2 '~ i  (R') + '~lkN+d(R) ce qui n'est autre que ilk+l" 

N*xc z 

Montrons que flk est un id6al de d~(R). Par (3.3.4) d~o(R) = 2 (E I n e t  il est clair que ,~ o(R) flk + flk d~ o (R) ~ 
n2>O 

ilk" 

Par d6finition 

IdOl(R), i e M*',C k 

flkfl d~i(R) = 1 2  Ind~ppl+d(R), i = pN+d E C k 

I.~>O 

Ilsuffitdoncd'~tablir, pour i>Oett>O,l 'assertionsuivante: (#),~t(R) d~i(R) C flo' 

Remarquons que (#) est triviate si O < i < d, on supposera donc d < i. 

Soient m > 1 et 0t > 1 tels que (m- I)N < t -< mN et ((X-I)N+d-I < i < (xN+d-1. De t < mN et i -< ON+d-1 on tire 

,~t(R)= 2 I n d ~ t - l ( R ) e t  d~i(R) = ~ Ind~ (X-I(R)" C°mme "~) t l (R)  " d ~ ?  "I(R) ~ t  d~ "(X+m-2(R)' il s u f f i t l + t  

n>O n>O 
pour obtenir (#) deprouver que d~.0~+m2(R) ~ flo n d~i+t(R ). Si i + t ~ l~I*kC o on a d~i+t(R)C- flo et (#) est vraie. 

l+t 

Supposons i + t = pN+d et montrons que 0t+m-2 < p-l, ce qui prouvera (#).  Sinon p < (Z + m-2 et de -t < -(m-1)N il 

vient i = pN+d-t < (0t+m - 2)N + d-(m-1)N = (0~-l)N+d, contredisant le choix de 0t. 

Comme en (4.3.3) on remarque que : 

k I ~  k-1 k-1 k k 
~k n DerkN+d(R)= oerkN+d(R)+DerkN+d(R) __C ~k+l n DerkN+d(R)= Der~+d(R). 

Par (4.2.2) Co) cette inclusion est stricte d~s que kN+d >_ qo" Ceci ach~ve la preuve du tMor~me 

(4.4.12) Rappelons qu¢ (4A.lO) et (4.4.11) sont vrais sous r hypoth~se (4.4.7). 

D'autre part si N = O les m~mes r~sultats ont ~t6 d~montr6s en (4.3.3 et 4.3.4) 

4.~ Ici, comme dans 3.4 on peut obtenir les m~mes r~sultats en rempla~ant ,~(R) par l'anneau des germes d'ol~rateurs 

diff6rendels analyfiques au voisinage de O. 
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5. O P E R A T E U R S  D I F F E R E N T I E L S  S U R  L E S  S U R F A C E S  N O R M A L E S  M U N I E S  

D ' U N E  B O N N E  C * - A C T I O N  

5.1 Afin d'ttudier d~ (A) pour une ~-alg~bre de type fini A, gradute, normale, de dimension 2, on va rappeler quelques 

r~ultats de [O.W] et [P.2]). 

(5.1.1.) Soit A = t~ A k un anneau normal gradu6 de dimension 2 avec Ao = II et A noethtrien. Posons ~ = Spec A 
k > 0  

etdtsignonspar{O} lepointferm6correspondant~l'idtalmaximal ~ Ak, onadonc  S i n g ~  C {O}. 
k>0 

Si Sing ~ = (3, A est un anneau de polyntmes et l'anneau ,O(A) est une alg~bre de Weyl, pour cette raison nous ne nous 

inttresserons qu'au cas Sing ~ = {O}.Pour abr6ger l'tcriture nous dirons que ~ est une ~*-surface normale, cf [P.21. 

Un exemple est ~videmment fourni par les R ( ~  , ~ )  du § 1. 

(5.1.2) Comme pour toute surface il existe une bonne rtsolution minimale "/r: ~ ----~ de la singularit6 isolte en O. Si 

7~-1(O) = E1 U ....... U Et, on a : 

(i) Les Ej sont des courbes projectives lisses ~ croisement normaux. 

(ii) Le cardinal de Ei n Ej, est < 1 si i • j. 

(iii) Ei fl Ej fl Ek = O si i, j, k 2 ~ 2 distincts. 

Acette rtsolution on associe un graphe (pondtrt) de la mani~re suivante : 

- les sommets sont les Ej affect6s du poids -bi = (Ei. Ei) (on note comme d'habitude (E i . Ej) le nombre d'intersection de Ei 

et Ej). 

- Une ar~te ~ _ _ ~  existant si E i rl Ej :~ 12i. 

(5.1.3) Supposons que ~ soit une ~*-surface normale, deux cas sont alors possibles pour la rtsolution (5.1.2).: 

(a) On a Ej ~ ]P 1 pour tout j e t  le graphe de la rtsolution est 

o o o o 
_b I - - . b  2 - -  - - _ b  r 

Alors la singularit6 de ~ est analytiquement isomorphe ~ une singularit6 cyclique quotient (~2/~- m de type (m,e). C'est ~t 

7 m 
dire ~ 2 /Z  m = Spec C [X,Y] , ~-m optrant par (X,Y)~-* (~X, ~e y)  O~l ~ racine primitive m-i~me de runit6 et 

1 _< e < m, e et m premiers entre eux. Le type (m,e) 6tant dttermin6 par le dtveloppement en fractions continues : 

[bl,..., br] = ~ "  = bl- 1 . On dira ici aussi que ~ est une singularit6 cyclique quotient de type (m,e). 
1 

b 2 - ~  .... 

(b) I1 existe une unique courbe E parmi les Ej ayant l'une des deux propri6tts suivantes : E intersecte plus de deux autres 

Ej, ou le genre de E est > 1. On dit alors que E est la courbe centrale. 

Si Ej * E on a Ej = P 1 et le graphe de la rtsolution a la forme d'une 6toile h n branches : 
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\ / 

\ 

E El,1 Ei,ri 
chaquebranche6tant : o _ _ o  o _ _  o avec bi,j =-~Ei,j. Ei j )> 2 ,  _ etb=-(E.E) > 1. 

-b -bi, 1 -bi,r i 

ei, di premiers entre eux tels que 1 < ei < di par le d6veloppement -~= [bid, bi,2,..., bi,ri]. On d6termine des entiers 

On sait par I t .W]  que le graphe "d~termine" (~t isomorphisme analytique pros) la singularitd de ~ , cf. [P.2] pour un 

~nonc~ precis. 

(5.1.4) Soit ~ = ~ = S p ecR (~  , ~ )  comme au § 1. Alors ~ ----- ~ t ' ( ~  ,,i~) --~ % ,  comme en (1.1.5), donne le 

graphe : 

o , avec E = l r l ( o )  ~ ~ . 
-b=-deg~ 

($.1.5) L'imporlance des surfaces ~ = Spec R ( ~  ,11~,) est illustr6e par le th6orbme suivant de [P.2]. 

THEOREME : Soit ~ une I~*-surface normale. Alors il existe une courbe projective lisse ~ ,  un groupe fini G 

d'automorphismes de ~ ,  un faisceau inversible ample et G-invariant ~ tels que : 

(a) G ol~re librement sur % = Spec R ( ~  ,,~) en dehors de {O}. 

(b) La singularit6 de ~ est (analytiquement) isomorphe ~ celle de ~ / G  = Spec R( ~ ,~)G. 

Remaroue : I1 est d6monlx6 dans JR], qu'avec les notations du th~r~me pr6c&lent, la surface ~ est alg6briquement 

isomorphe ~ un quotient '~ /G = Spec R ( ~  ,~)G et que ron peut prendre G ab61ien (fini). 

($.1.6) Nous voulons donner des exemples de ~*  -surfaces normales ~ ~ singularit6 ratirrnnelle teUes que d~l(~) ne soit 

pas simple et pas noeth~rien. Avant cela nous devons rappeler la d6finition d'une singularit6 rationneUe. 



290 

Stir ~ une varitt6 irrtductible affine et normale. On dit que ~ est ~ singularitts rationnelles ( ~  est R.S. pour 

simplifier) si pour une, et alors toute, r&solution des singularitts ~ : ~ - - ~  on a R J l I , O ~  = O pour j >1. C'est une 

condition locale et analytique. 

Lorsque ~ est une surface cette condition s'tcrit dim H I ( ~ ,  t~ ~ ) = O. 

(5.1.7) Exemple. Considtrons ~ = Spec R ( ~  , ~  ) comme au § 1. On a la rtsolution : ~ : "~ff --> ~,* de (1.1.5). 

Utilisant la projection p : ~ff ---¢, ~ , on obtient : 

= (9 rP('~ ,~J). H I ( ~ [ '  O ~ r )  j>-0 

Ainsi ~,~ estR.S sietseulementsi ~ = ~ 1  

(5.L8) Soit ~ une (E* -surface normale, on peut d6cider ~ raide de (5.1.3) si ~ est R,S. En effet par [P.21 : 

(a) Si ~ est une singularit6 cyclique quotient ~ est R.S. 

n kei 
(b) Sinon, ~ est R.S. si et seulement si la courbe centrale est rationnelle et M' k > O, kb - ~'. { Ti'} > -2 (o~ {a} 

i=l 

est le plus petit entier> a). 

On pourra 6galement consulter [Wa] pour une autre approche de ce crit~re. 

(5.1.9) Grfice h [P.2] on dispose d'une mtthode pour construire les singularitts de (~ * -surfaces normales, dont le graphe 

de la rtsolution est comme en (5.1.3). R6sumons cette construction. Soient E une courbe projective lisse, D u n  diviseur 

sur E, PI ..... Pn des points de E, (el, di)l_< i_<n des couples d'entiers premiers entre eux avec 1 < e i < d i. Formons les 

diviseurs : 

D (k) = kD - ~. { keiB} Pi, k ~ l~I. 
i=l di 

n 
Notons b = deg D = deg {~E(D), alors si b - ~ ei i=l " z ' > O '  r a n n e a u u i  A =  k..>.0~) H°(E' (gE(D(k)) est telque ~ = SpecA et 

est une 1~* -surface normale ayant le graphe demandt. Une description analogue dfie ~ M. Demazure est donnte dans [Wa]. 

5.2. Compte tenu de (5.1.5), l'ttude des anneaux d'optrateurs difftrentiels d ~ ( ~ )  pour ~ (E* -surface normale (tout au 

moins des germes d'opdrateurs difftrentiels en {O}) se dtcompose en l'ttude de ,~  (~G), ~ = Spec R ( ~  ,:l't, ), suivie de 

l'action d'un groupe fini operant librement en dehors de {O}. Nous allons dttailler ce demier point, l'ttude de d~ (~l~) ayant 6t6 

(partiellemen0 faite aux § 3 et § 4. 

Les rtsultats qui vont suivre appara~ssent dans [L],  [1.2] et [1.3] ; toutes les notions utilistes y sont dtfmies. 

(5.2.1) PROPOSITION : Soit B une (I:-alg~bre, G u n  sous-groupo fini de Autl iB. On pose A = B G, ranneau des 

invariants, et on suppose qu'il existe Z C Spec B tel que : 

(i) ' V ' p ~ Z  , p r o f B p > 2  

(it) Le morphisme naturel Spec B ----)Spec A est 6tale en dehors de Z .  

Alors pour tout m e 1~I on a des isomorphismes naturels (induits par la restriction) : 
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D ~  (A) ---- (Dee~))o 

,~)m(A) _= ,~)m(B)G. 

Etainsi .~}(A)---- ,~0(B) G. 

On rappelle que G opbre sur ,~(B) par : 

V g e  G,'V' D e  ,~(B), ~' ~oe  B , ( g D ) . q ) = g [ D , ( g - l q ~ ) ] .  

(5.2.2) COROLLAIRE Soient B, G comme en (5.2.1) ; on suppose de plus que B e s t  une ~-alg~bre de type fini 

ayant la propri6t6 ($2) : "V" p e Spec B, prof Bp > inf (2,htp). Pour p e Spec B on pose : Gi(P) = {g e G/g induit 

ridentit~ sur B/p}. 

On suppose que Z = {p e Spec B/Gi(p) * 1 } v6rifie codim Z > 2. Alors : 
Spec B 

V m • N , Derm(B G) _= [Derm(B)] Get donc 

,/~(B)C _= d~(Bc). 

Preuve : L'hypothbse faite sur Z assure que Spec B --~ Spec A est dtale en dehors de Z ; comme B vdrifie ($2) on a 

prof Bp > 2 pour p • 2; et on applique (5.2.1). 

(5.2.3) Rappelons quelques rdsultats bien connus sur raction d'un groupe fini sur une I~-alg~bre, cf [Mo]. Nous les 
dcrirons darts le cadre de ce qui pr6cbde. Soient B une (l;-alg~bre de type fini et G C Aut~ B. On suppose B intbgre. 

Alors : 

(a) d~l(B) est un anneau simple si et seulement si ,~}(B) G rest. 

(b) Si ,I~}(B) G est noeth6rien alors ,El(B) est un ,~}(B) G -module de type fmi (~ droite et ~ gauche). En particulier 

,~(B) est alors noeth6rien et si d~(B) G est de plus une ~-alg~bre de type fini e'est aussi le cas pour ,~}(B). 

(c) Inversement si d~l(B) est noeth6rien ,~)(B) G rest aussi. 

(5.2.4) On peut maintenant donner une description des op6rateurs diff6rentiels sur une i~*-surface normale, ceci grace 

(5.1.5). 

TI-IEOREME : Soient ~ , ~ , G  comme en (5.1.5). On pose ~ = Spec R ( ~  ,/~,) , alors : 

(a) , ~ l ( ~ ) a  ~ ,I~}(~/G) 

(b) ,~}(~/G) est un anneau noeth6rien si et seulement si ,/~1(% ) rest. 

(c) ,EI(~/G) est un anneau simple si et seulement si d~(~,~ ) rest. 

Preuve (a) On v6rifie ais6ment que (5.2.2) s'applique ~ B -- R( ~ ,~1~). 

(b) et (e) sent cons6quences de (5.2.3). 

(5.2.5) On conserve les notations de (5.2.4). De (3.2.2) on d6duit : 

COROLLAIRE:S i l egen rede  c,~ est > l,,~(~f~ ),etdonc d~(%/G),n'estpassimple. 
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(5.2.6) Si ~ = I P l e t  ~ = ( D ~ l ( n )  o n a v u e n ( l . 4 . 2 ) q u e  R( '~ , , ~ ) = l I [ X , y l Z n ,  ladescriptiondel 'actionde2rt  

donn6e alors permet d'utiliser (5.2.2) et (5.2.3) (ou m~me (5.2.4)), on en dgduit que dD(~)  est une II-alg~bre noethgrienne 

qui est simple ; on peut voir facilement que c'est une ~ -alg~bre de type fini. II en d6coule que dD('Yo/G) est un anneau 

simple noeth6rien (et m~me une ~-alg~bre de type fini). 

Notons que ceci traite le cas des singularit6s cycliques quotients et justifie le fair que 1'6tude de d~(~G) ait gt6 men6e sous 

l'hypoth~se g > 1 aux § 3 et § 4. 

I1 faut noter que ranneau des ol~rateurs diff6rentiels sur C[X,Y] G G groupe fini, a 6t6 trait6 pour la premiere fois par J.M. 

Kantor (cf. ILl). 

(5.2.7) Lorsque R( ~ , ~ )  est un anneau de Gorenstein on a : 

C O R O L L A I R E  : On suppose g >_ 1 et qu'il existe N tel que j ] N  = ~ .  Si g = 1 ou sous r hypoth~se (4.4.7), 

ON a : 

(a) ,/9(%) et dD(~T,,/G) ne sont pas noeth6riens. 

(b) ,~(T,,) n'est pas une (l:-alg~bre de type fini. 

Preuve : (a) r6sulte de (4.3.3) et (4.4.11) suivis de (5.2.4). 

(b) rdsulte de (4.3.4) et (4.4.10). 

Remargue : II est probable que dD( '~ /G ) n'est pas une ~-alg~bre de type fini. 

(5.2.8) Rappelons que le corollaire (5.2.7) s'applique darts les cas suivants : 

(a) ~ elliptique ~ quelconque. 

(b) ~ quelconque de genre >1, ,~ = ~ .  

(c) 'Y, = eroj ¢[x,Y,Z) (F) , deg X = deg Y = deg Z = 1, F polyn6me homog~ne et 

• ~ = ~]p2(1)  1 %  desorteque R = ([ [X,Y,:g 

Le cas (a) g6n6ralise donc [B.G.G], le cas (c) avait d6j~t 6t6 trait6 dans [VI. 

Nous allons appliquer les r6sultats de 5.2 pour donner des exemples de I~*-surfaces ~ singularitgs rationnelles telles que 

l'anneau des op6rateurs diff~rentiels associ6 ne soit ni simple ni noeth6den. Avant de passer aux exemples expliquons 

rapidement la raison de cette question : comme nous l'avons not6 dans I'introduction tous les exemples connus de vari6t6s 

relies que dD(~)  ait un "bon" comportement sont R.S., de plus la discussion de 5.2 a montr6 que si ~o -- Spec R ( ~  ,,2~) 

dD(~)  est simple si et seulement si ~ = ~1 c'est h dire si et seulement si ~ est R.S. (cf. (5.1.7)). II est donc tentant de 

voir si cette condition g6om6trique est suffisante pour assurer un "10On" anneau d'opgrateurs diff6rentiels. 

(5.3.1) Nous allons reprendre un des exemples de [P.2]. 
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On part de E = P 1, n = 4, ei = 1, di -- 2, 1 < i < 4, D = 3P4 et b = 3, dans les notations de (5.1.9) ; on fixe a e I~ \ {O,1}, 

P 1 = O, P2 = 1, P3 = a, P4 = oo . On trouve un anneau A = (~ H°(E,O E(D00) ayant la prtsentation 
k->0 

A ~ II [X1, X2, X3, YI, Y2] 
j , deg Xj = 2, Deg Yi = 3, J 6tant riddal engendrd par les mineurs 2 x 2 de la matrice 

I xl x2 Y1 / 
X2 X3 Y2 

YI Y2 (X3-X2)(X2-aX1) 

Le crit~re de (5.1.8) montre que Spec A est R.S. Pour appliquer les r6sultats de 5.2 il nous faut montrer clue A _=- R G avec 

R = R ( ~  , ~ )  tel que ,~9 (R) ne soit ni simple ni noeth6rien. En examinant la d6monstration de [P.2] cela n'est pas difficile 

et on obtient la description suivante. 

Soient : ¢~ la courbe elliptique d'tquation dens ~ 2  : y2 Z = X(X-Z) CX-aZ). 

Q1 = (O,O,1), Q2 = (1,O,1), Q3 = (a,O,1), Q4 = (O,1,O), ce sont des points sur 

Ale  diviseur 5Q4- Q1 "Q2 "Q3, ~ = O _ (A). 
% 

G le sous-groupe de Aut ¢~ dtfini par (¢X, [3, ~'--~ (O~, -~3, ~ ,  donc G ~ 2~2. 

On a:  R( ¢~ ,~  )=R = ~[U, Z 1, Z-2] 

(U2_Z 1Z~ + (a+l)F 21Z2_aZ 2 ~Z2)  

avec deg U = 2, deg Zi = 1. Le groupe G ol~re sur R par (U, ZI,  Z2) ,--¢ (-U, - Z1,- Z2). On vdrifie que A ~  R G. 

Comme ¢~ est elliptique d~l(R) et ,El (A) ne sont ni simples n i noethtriens ; on a vu que Spec A est R.S. 

(5.3.2) L'exemple suivant est tit6 de ([W.1] § 4.8). 

Soient : E = ] p l ,  n = 3 ,  ei= 1, d i=3 ,  1 < i < 3 ,  P l = O ,  P2= 1, P 3 = o o , D = 2 P 3 ,  notations (5.1.9). 

L'alg~bre A = ~ H°(E,(D(k)) est donnte par : 
k_~0 

A =  (~ [U°' UI '  VI '  V2' V3' V4] 
j , deg Ui = 2, deg Vj = 3 

of~ J est ridtal engendrd par les mineurs 2 x 2 de 

1 V2 V3 V4 U1 

UoU 1 U 2 V3-V 2 o 

Par (5.1.8) Spec A est R.S. 

Soit maintenant ~ la courbe eUiptique d'tquation X 3 + y3 + Z 3 = O clans P 2 ; on consid~re les points de 

Q1 = (O, -1, 1) Q2 = (O, -to, 1), Q3 = (O, -0) 2, 1) to 6tant une racine primitive 3-i~me de runitt. 

Si ~ ; = ( 9 ~ ( A )  e t A = 5 Q 3 - Q i - Q 2  o n a :  

R ( ~  , ~ )  = R _= I~[X,y,z] , deg X = deg Y = deg Z = 1. 
(X 3 + y3  + Z 3) 

X : 
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_e groupe G = 7~ 3 op~re sur ~ par (~, [3, ~--~ (¢.0~, [~, "~, et donne raction sur R : (X,Y,Z) ~ (O)2X, COY, ( 0 Z ) .  

3n montre que R G = A, comme ,t~ (R) n'est ni simple ni noeth6rien ; il en est de m~me pour ,£9 (A) et on a vu que 

Spec A est R.S. 
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