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Abstract : Let R= @N R, be a finitely generated normal graded @ -algebra of dimension 2. One studies the ring
ne

H(R) of differential operators over R ; in particular one shows that, most of the time, 9 (R) is neither simple nor

noetherian. This generalizes results by J. Bernstein - LN, Gelfand - S.1. Gelfand and J.P. Vigué.

INTRODUCTION

Soient % une variéié algébrique affine (irréductible) définie sur @ ,R I'anneau des fonctions régulitres sur % .

On désigne par &8 (X)) = H(R) 'annean des opératenrs différentiels sur %, cf. § O pour une description de 9 (%) .
Rappelons que si % est lisse, 49 (%) est un anneau qui posséde d'agréables propriétés, A savoir ;
(i) L (%) est un anneau noethérien (2 droite et & gauche).
(ii) R, qui est naturellement un 9 (R)-module, est simple,
En fait, d9(R) est un anneau simple (i.e. sans idéal bilatére non trivial).

Gii) I (%) estune C-algebre de type fini.

Le probléme se pose donc de déterminer lesquelles des propriétés (i)  (iii) ci-dessus subsistent lorsque % n'est pas

lisse.

Si % est une courbe, on dispose d'une bonne connaissance de 49 (%) grace a [S.S.].
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Si % est une surface normale, J. Bemstein, I. et S. Gelfand, [B.G.G.] , ont montré que pour le cOne cubique
{x3+Y3+ 23 = O} aucune de ces propriéiés n'est vérifiée.

Cet exemple a été généralisé par J.P. Vigué, [V], au cas d'une surface % = {F(X,Y,Z) = O}, F polyndme
homogene de degré = 3 ayant une singularité isolée & 'origine.

D'autre part on a maintenant nombre d'exemples ot (i) 2 (iii) ont lieu : cf [L}, [L-Sm], [L.St], [L.S.S),
[Mu], [S.S]. On trouvera dans [L.Sm}, [L.St] et [L.S.S.] les raisons qui nous ont amené 2 étudier les opérateurs
différentiels sur des variétés singulitres ; elles sont issues de la théorie des représentations des algebres de Lie (semi-simples),

leur développement augmenterait par trop la longueur de cette introduction.

Le but principal des présentes notes est de revenir sur I'étude de 9 () pour des surfaces normales munies d'une

bonne @ *-action, voir [P.2] ou § S pour cette notion, et d'inscrire les résultats de [B.G.G] et [V] dans un cadre général.

Plut6t que de détailler les résultats qui suivent nous indiquerons simplement l'idée directrice de ce travail : pour une
surface du type précédent 89 (%) n'a de bonnes propriétés que si % est une singularité quotient, €2/G, du plan par un
groupe fini,

On trouvera les énoncés précis des principaux résultats en (3.2.2), (4.3.3), (4.3.4), (4.4.10), (4.4.11), (5.2.42a 7).

Les preuves ne sont pas originales, elles se déduisent facilement de celles de [B.G.G] et [V], déja réécrites dans
[L.1].

Une conséquence de cette étude est de répondre 2 une question qui se pose naturellement en examinant les exemples
positifs cités ci-dessus. Dans tous les cas fa variété % n'a que des singularités rationnelles, e.g. % = {X2+Y2+ 22 = O}
ou certains anneaux classiques d'invariants ; on montre ici que (malheureusement) une telie condition géométrique est
insuffisante pour assurer un bon comportement de 49 (%), cf. (5.3.1) et (5.3.2). On pourra également & ce propos consulter

l'introduction de [L.St] ol certaines questions connexes sont discutées.

O. NOTATIONS

0.1, Les définitions et notations concernant les variétés et les notions géométriques sont celles de [H] . Signalons en
particulier :
(0.1.1) P est l'espace projectif de dimension n sur @.

(0.12) Soit R une C-algkbre de type fini graduée R = e>90 Rg, Ro=C.
k>

'On note Proj R 1la variéié projective associée. Rappelons que si f &€ Rq on ditque deg f=q et le localisé Re est gradué

par R, = {3/ dega=tdegf+ k}.

£

Une base d'ouverts affines de Proj R est alors donnée par les D.(f) = Spec [Rf] o.

i £ € 2 on désigne par R(L) le R-module gradué @Z Rp, i. Le Opro; R -module associé estnoté  Oproj (L)
i€

((0.1.3.) Soit % une courbe projective lisse ; tout faisceau inversible &F , également appelé fibré de rang 1, s'écrit

F-= @i(D) pour un diviseor D=3, np P sur %o © t.n(D) estle (D) de [H] . Le dual de ¥ seranott F.
p
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0,2, En ce qui concerne les anneaux d'opérateurs différentiels nous utiliserons les notations introduites dans [L.], d'aprés
[E.G.A.]. Indiquons quelques notations et propriétés utiles.
(0.2.1.) Soit R une C-algebre et % = Spec R, on désignera par (%) ou LH(R) I'anneau des opérateurs différentiels
CiX)..X ) .
associé. Rappelons que si R est une € -algébre de type fini écrite sous la forme —[IL-L]' , X; indéterminées et I un
idéal, alorson a:
9 O
{P=2a, (a_x) /a, € T[Xy,, X ] et P(D C 1)
o
BR)=

(P=3 aa(—a— )a/a e I pour tout o}
ox @
a

g

(04
oil comme d'habitude (E;LX)a = (%) (.a_)a(_) n
Ti

(0.2.2) Il existe sur (R) une filtration par l'ordre des opérateurs ; ainsisi R est une C-algebre de type fini comme ci-

dessus on pose :

HOHMR) = {classes des I ag, (—a )a ol =001 + ... + Op)
X’
IXI<m

m
L'anneau gradué assacié gr OR) = @ Emn-l-—lg(_%)- est commutatif ; si P € OMERNDOM-1R) on dira que ord P=m eton
m

Jm,

notera G(P) laclasse de P dans =TR®)
JSJm'l(R)

, c'est le symbole principal de P.

(0.2.3) SiR estune C-algebre de type fini intégre alors O (R) et gr J(R) sont des €-algdbres intdgres.

Pour la premi¢re assertion cf [L], et pour la seconde on raisonne comme suit. Soit K le corps des fractions de R, alors
HmR)= (Pe OMK)/PR) C R} = ONK) N HR) etainsi gr OR) est une sous-algsbre de  gr H(K), on

montre aisément que cetie derniére est inigre.

(0.2.4) Comme &R) C Endp(R), fanneau R est naturellement un £ (R)-module 2 gauche ; pour D € OR) et
f € Ronnotera D x f 2laplace de D(f).

(0.2.5) Soit % un schéma sur €, de faisceau structural © o On construit un faiscean d'anneaux d'opérateurs

différentiels, noté .D%,ml quelafibreen pe % soit:

Oxp=OOgy

oit (9% est l'anneau localde % en p.
P
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1. CONES ASSOCIES A UN FIBRE AMPLE

L1 Fixons une variété projective (integre) lisse % et un faisceau inversible ample & sur <.

Onnotera 33’ 1a puissance tensorielle 13®x ,ie 2.

(1.1.0.) Nous utiliserons les notations suivantes :

R=RE.B)=® &, 5H
20

R =% , BY

L%=%%.0 = Spec R

M = @ R;.
i>0

Si F est un faisceau sur % on abrégera H(G, F) en Hi(TF) et on posera hi(F) = dimg HY(T).

Il est clair que I'anneau R est gradué ; onditque % est le cone _associ€d &5, e point de %6 correspondant 2 idéal
maximal T, est appelé 'origine du cone et sera noté {O).

Rappelons quelques faits bien connus, cf ((E.G.A.] ou [W.3])
(1.1.1) Comme % est normale l'anneau R est integre et intégralement clos.
(1.1.2) La C-algebre graduée R est de type fini et la variété projective associée, Proj R, vérifie : % = Proj R.

(1.1.3) On a prof Rm 22,0l prof est la profondeur d'un anneau local et dim % =dim ‘.i +1.

(1.1.4) Si dim % = l,ie.si % estune courbe projective lisse, alors le lieu singulier de % vérifie

Sing % C (0).

Ona Sing % =@ sietseulement si R est un anneau de polyndmes, auquel cas % = ]P1 (on verra qu'alors

5= OIP (-

(1.1.5) Notons YV (i, L)=Y le schéma Spec S(&), (cf. (H] ex. II. 5.18), c'est un fibré au dessus de % ayant

-1 pour faisceau de sections ; on note p le morphisme (affine) de 'V vers & .

Comme & est ample il existe un morphisme de contraction (dominant birationnel ¢t propre) , cf ((E.G.A] chap. i
8.9.1):

mT: V¥ -5 %
tclque 7 _‘(O) =% lorsque T estidentifié & la section nulle dans Y

En particulier si 6 est une courbe et Sing B = {0} alors (Y, 77) est unce désingularisation de %.
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1.2, Rappelons, qu'avec les notations de 1.1,si 5 est ample alors 339 est trés ample pour g >> O. Fixons un tel q et

posons :
@ @
R?- @ R” oi R =Ry
20 i i
s+1 = ho(B3Y).

o . . & @ . . . .
Donc par définition il existe une immersion fermée % — IPS. Notons Y I'image de cette immersionet j: Y ——> p*
linclusion canonique. On adonc Y = (%) et Bz j*@lps(l) = Oy(l) par lisomorphisme ® de % sur Y.

Soit J I'idéal homogene définissant Y dans IP° et posons :

_ CiX,...., Xgl

S ]

C'est un anneau gradué ; on note S; le sous-espace vectoriel formé des éléments homogenes de degré i. Avec des notations
évidentes, compte tenu de deg X;=1,onadonc:

S = C[X,...., Xsli
=170 CiXon-o., Xshi
Graced Bl= G)(y (@) ilexiste fj & H(L?) correspondant 2 ije H°(‘y,®.y(1))=s, ,on pose Xj= f(j.

Lavariété Y est recouverte par les ouverts affines ;= Spec [ij] 0,05j<s5,

lisomorphisme ¢ donne: % ;= Spec [Rfj] o2 Y,
Ona:

H(Y; O g () = (5,00 »xj"’

Y

VeeZ
& A2

B(%;,8%%) = R lo- ff

1.3. Supposons maintenant que % soit une courbe de genre g.

Rappelons, ([H] ex. IV, 4.2), que tout faisceau inversible F de degré = 2g+1 est normalement engendré : &F  est trs

ample et I'application naturelle
SH(F) - (@)
est surjective pour tout i€ N,

Ainsi I'anneau '90 H°(&F 1) est engendré par ses éléments homogenes de degré 1 et est 'anneau coordonné associé au
i2

plongement % —— P*, s+1 = h(F).

Soit maintenant X5 un faisceau inversible ample sur % de degré O (>0).0n a deg Be = 8> 2g+1 desque q 2 28811-

et ce qui a &té dit ci-dessus s'appliquea F = B9, utilisant les notations de 1.2, il vient :
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R(f) =R, =R )

v q2 2g+1 1 q
% qu) = Sjgracea @

(1.3.1.) On a ainsi montré que 'anneau gradué R = R(‘i , &) vérifie 1a condition (#) de [G.W] ou [L.1] c'est a dire :

(# 3 qo & N* el que V q>qo R est engendré par Rysur R, =C.

Onavuque 1+{ 258*'—1- I convient, ce n'est évidemment pas le plus petit possible en général.

(1.3.2) Rappelons que ® ‘i}(l) est le faisceau sur % associé au R-module gradué
R(&)= @& R(Lyjod R(L) =RL4;
e
Par ((G.W.] 5.15)ona: & 4 = @i(/?) pour tout £ € 2, (on utilise la condition (#))

Notons € le faisceau canonique sur % |, i.e. le faisceau des 1-formes différentielles, © = QV le dualde Q , ie.le

faisceau tangent. On a donc :

g=h(d) = hl((‘)‘x), deg Q=-deg ¥ =2g-2.

Signalons que l'anneau R, qui est Cohen-Macaulay par (1.1.3), (1.1.4), est Gorenstein si et seulement si

Q-n"-0_¢
%(N)
pour un Ne€ 2, cf ((G.W.] 5.19.). Onaalors N& = 2g -2.

1.4 Faisons ici % =IP1,ie. g = 0. Tout fibré ample de rang 1 s'écrit & =0 P (@avecn=deg & >0.0na

Q=0 P 1(-2), donc les anneaux R(P1, O P 1(n)) sont de Gorenstein si et seulement sin =1 ou 2.

CX,,.., X
(1.4.1.) Les anneaux R = .?0 Ho(® ]Pl(in)) peuvent se décrire de la facon suivante cf. [P.1.]. R E—["I—n]
i>

oll Xo,....Xn sont des indéterminées et 1 est 1'idéal engendré par les mineurs 2 x 2 de la matrice
Xo X1 veeenee Xn-1
X1 X2 s Xn

Remarquons que R est régulier si et seulement si n= 1.

(1.4.2) 1l est utile de donner une autre présentation de R ; soient X, Y deux indéterminées et 2., le groupe z h2
opérant sur C[X,Y] par (X,Y) — (WX, ®Y) ol ® est une racine primitive n-iéme de I'unité. L'anneau des invariants

CrX.Y12" est égal 2
Crx™.., XV ¥
) . . CX,,...Xnl . . C Zn )
On remarque alors que I'on a un isomorphisme de [ — introduit en (1.4.1), sur L[X,Y] en envoyant Ja classe

de X; sur Xr-iYi
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2. LES RESULTATS DE [B.G.G.]

2.1, On fixe une courbe projective lisse % et un faisceau inversible ample & ; on utilise les notations introduites au
§ 1. En particulier R =R(% , B), % =SpecR.
Nous adopterons les notations de {I.1.].
(2.L.1) Notons &9 = JO(R) I'anneau des opérateurs différentiels sur R, Rappelons quiil est filtré par les
HOm= PmR)=(De O /ordD <m}

Ona O™ =Der™R) @ R oit Der™(R) = {D € DM/ D1 = 0} est le R-module des opérateurs différentiels sans terme
constant d'ordre < m.

On pose Der(R) = Iio Der™(R), de sorte que &8 = R @ Der(R).
m<
L'annean 9 est gradué : & =£®Z & g ollonnote D p =(De M /D*R; C Rj+2 pourtout i}.On pose:
€

degD=2 siDe Dy

cer;=¢®2 N O™, Derp®)= O p N Der®), Derr; (®) = Der p(R) N Der™(R),
.o _ m _
ainsi : DerM(R) = '2?2 Der 9 ®R) ,Der(R) = 1232 Der p(R).

(2.1.2) Onavuque Sing % C {O},onpose Vo= - {0} qui est une variété quasi-affine lisse. On note G‘I’o le

. . . m
faisceau structural et JS%O le faisceau d'anneaux d'opérateurs différentiels sur L, ; H %o est filiré par les 49 % et
o

m
on définit JSerm , le faisceau des opérateurs différentiels sans terme constant, de maniére &vidente de sorte que
o

m m m
0 (9:1-,0—-) 8%0—) Jl‘)er%o -0, Qer%(): mgo Der‘x’

V]

Par ((1.1.3), (1.1.4) et {L] prop. 2 p. 167), il vient :

Vm20,H(%o On )= DOR), H(%,, Derne ) = Der™(R).
Lo Lo

(2.1.3) L'anneau R étant gradué il admet une présentation de la forme :
_ C[X,,..., X5l

R ®

= Cxgse.., X5l

avec:
X; indéterminée affectée du degré d; > O.
(F) = (F1...., Fp) idéal homogene.

xi = classe de X; modulo (B) .
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Onposera d=min {d;, 0<i<s} 2>1.

o . (0
L'espace vectoriel C{Xo,..., Xs) japourbaselesX ... X S tels que j = deg XOLo ..... X
o s o s

$ = todg +.on. + Olgds.

o CXe, X5l § ) .
Donc en posant () = ) N C[Xq,..., Xs1j,0ona:Rj=H(LBI)= -—[O(E).—S]L. Insistons sur R; = (O} si
J
o<j<d

On peut introduire Ia dérivation d'Euler :
s

d
I= Zdixiﬁ'
1

=0
s
et on note encore [ = E dix; % la dérivation qu'elle induit sur R.. On a alors :
1
=0
V f€ Ry I+ f=pf.

8'}‘:19'}’(11):{De LOm/[1,D]=1D- D= AD)

Der'y (R)= (D & Des™(R) /{1,D] = £D)

Remarquons que I € Der(l)(R).

2.2 Rappelons que % = Proj R ; le groupe ©* opére sur R par A.f= Afsi fe Rg,A € C* Donc @* opere sur
% = Spec R avec un unique point fixe (O}, on trouve ainsi B = % o/C* et Ionnote 7 la projection

Bo - T = Bo/T*, clest un morphisme affine.

(2.2.1) Introduisons le faisceau sur %, des germes d'opérateurs différentiels d'ordre < m et de degré £ sans terme

m ) m
constant, que l'on notera J})er(x, p ouplus simplement Der »
[+

Soit f € Rq, l'anneau Ry étant gradué on définit
Der'y (Rp) = (D€ Der™Re/DulRel 5 © [Rel £4i).

Notons que la dérivation I de (2.1.3) s'étend 3 R¢ en un élément de Deré(Rf) etona:
Der (R))= (D & Der™®y) /[1D] = £D}

Le faisceau JSer$ sur 6, est donné sur I'ouvert D(f) = Spec Rs ,f € Rg. par:

m

IO, Jser:'e‘ y=Der y (Ro). Signalons que (%, J})err; y= Derljg ®), of. 2.1.2).

(2.2.2) Posons Ar; =70 *.&)err:el ,cestun © ‘i_‘-module ; sur un ouvert affine D+(f) = Spec[Rg] o de % ona:
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T, O g)=Relo
(DD, Ay) =T(D4(D), Ber'y )= Der'y Ry

1l est donc clair que [Rel o Derr; Ry C Der;l (Rf). Onaen outre :
B, A'Z): (%, Derl;l):Derr; ®).

2.3, Nous allons rappeler les résultats de [B.G.G] repris dans [I.1.] en toute généralité.

(2.3.1.) PROPOSITION. Soit g, comme dans (#) de (1.3.1). Alors on a :

Ve Zelqe B2g, A = A" @ 5t

Cet isomorphisme étant compatible a l'inclusion A[; —> Al} pour p > m.
Preuve On réécrit celle de ([I.1] Lemma 6) avec les notations précédentes. Soit f € Rg, D+(f) = Spec [Rfl g, Ona:
I, O_)=Rd T(D,0.A%) = Der'y ®p)
+7 7 o +77R A

2

T, ®, Ay ® BY)=De Ry ® : F(D+(f),13'e ).

Rflo

Ecrivons £ =€]£1, € 2=1, pour | 2! 2 qo; prenons f=f; € R
2

comme en 1.2, de sorte que les D+(fj) =% jrecouvrent

121

%.0na l"(‘ij L= [Rfj]ﬁ ff et on peut construire une application l"(ij, Al: ® 33'2) - I“(‘ij, Az ) en envoyant

D® fe sur ts D pourtoutD € Der:)n(Rf') . L'inverse de cette application étant
J ] 3
m -€
De Dery (Re) —»fED ® (€,
270 j

(2.3.2) Nous utiliserons les notations de [I.1], on pose :
m
Ao

1
01=A0,

= 1 > = = = =
Om Ag]'l sim21, @i.l_ O‘i‘,' O, O‘i’,c.l (0).
Par [B.G.G] ou [L.1.] on a des suites exactes :

Ml :Vm20V2e20- 0n1® 825 0,8 8% some 5t 5 0



278

Elles sont déduites de O — Op.p = Gy — U™ — O oil la premire fleche est la mutiplication par

1e H’(‘i, A(l)) = Dercl)(R). Notons que (*)1,0 est la suite duale de celle de ([W.3.] (1.1.5)) qui est donnée par la premiére

classe de Chem c1(83) € HY(Q) - {O) ; en particulier elle n'est pas scindée , cf. ((I.1] preuve du lemme 9).

(2.3.3) I est clair que l'on a des suites exactes :

Am
) 2
b 0> A 5 AT 5 —— & Opowr 22, m22.
A
2

Lorsque |2 2 qoou £ = O elles s'écrivent par (2.3.1) :

oo A"l 5A™ Om ® 13’2 — 0.

2 2

(2.3.4) Par ([B.G.G.]ou [L.1.])on a:

** Y OO NM—> 6,99 ® 0y > O.

(2.3.5) Des suites (*}y; £ et (**); 0 on déduit les longues suites exactes :

Yo, A
% 1) — O ® 3'2)—-)

— HY(0f.1 ® 13,2)____) Hi(o, ® ;G‘)—a H(®" ® J:'e)—-> 0

Dy 2
M'mi: 0> H@OR 1 ® 87— H(C, ® B

pour m20,2 e Z,

**Ym, £ : O— HX Az-l)—) H( A[;) — (0, ® 32)——)

— > HY A’E'l)———) H( A';) — 5 (o, ® 8H—0

pourtout m22, [£l 2qoou £=0.
(2.3.6) En tensorisant Ia suite (***);, par O, p € 2, on déduit :
(*Ymp:0 = H(m ® ) —— H(Op & ) — B ® o) —

m

—2 5 HY(T,m® 9%)— HY(Opm ® ) — HIO'!'® Gp)— O

3. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES CONES AU DESSUS D'UNE COURBE
DE GENRE 21. Cas général.

On considere dans ce paragraphe une courbe T de genre g2 1 et & un fibré ample de rang 1 de degré & > O.

Toutes les notations des § 1 et § 2 seront librement utilisées. Insistons sur deg 3 = -2g-2)< 0,00 O =QV estle

faisceau tangent.
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3.1 On va déduire des suites exactes de 2.3, quelques corollaires, cf [B.G.G.] ou {L.1].
(3.1.1) LEMME: V £<0, Vm20, H(O, ® 31) =0.

Preuve : Pour m=0:0, ® 32 =3'2 avec deg 33'2 = 23 <0 si & <O, donc le résultat est clair. On fait alors

une récurrence sur m. Comme 2g-22Oonapour m20 :
deg 9m @ .‘8‘2 = £8 +m(2-2g) < O.
De (2.3.5) on tire H°(O .} ® 32) = H(Op ® 3'2) et on termine par récurrence.

(3.1.2) LEMME : VY m2 1,V 2 < -qo, H( A';)s HY( A;).

Preuve : Comme £ < -q,< OonaHC, ® 3'2) = O par (3.1.1). De (2.3.5) (**)', # on déduit

-1
He( A;l )= HY( Al;) pour m = 2,

3.2, Nous allons montrer dans cette section qu'il n'existe pas d'opérateur différentiel sur R de degré < O.

(3.2.1) PROPOSITION :V m>1,V £ <O, H°(A$)=Der$ ®) =0,

Preuve : Par ((W.2] ou [W.3.)) on a Derte (R)=0si £ <O. En particulier: V £ <-qq, H°(A;) = Der}2 ®R)=0.

Par(3.12) V £<-qo,Vm21, H°(A';)=Der’; ®)=0.

Soit m>1et £ <O, prenons k = 1 tel que k£<-qo;si De Derr': (R)yonaDke Der:e R) dans OR) =D et

donc D¥ = O par ce qui précéde. Comme &9 est intégre il vient D = O.
(3.2.2) COROLLAIRE :L'idéal T, = @ R; estun sous-4-module de R.

>0

En particulier 9 n'est pas un anneau simpleet & = % estun 49-module simple.

Preuve : Par (3.2.1) & = 2?() .@2 ; comme ‘81 *Ri C Rj.p il vient B*IN, C TN, Les autres assertions sont

alors évidentes.

3.3 Nous allons décrire &9 o(R) = L>Io JSL“(R) comme dans [B.G.G].
mZ

(33.) LEMME : On a H%(0}) = H°(A{) =Dergy ®) = C.L
Preuve On utilise [W.2.] (se rappeler que g = 1).
(3.3.2) LEMME : Supposons g = 2, alors :
Vp>0Vm20 B @ ® 6,)=0 et h°0Oy,) = 1.

Preuve : L'hypothese assure que deg ¥ < O ; donc H°(1‘)P) =0 pour p> O. On fait une récurrence sur m. Si m=1, on
tire de (2.3.6) -

0 - H(@®) =0 - H(0; ® - B @' ® N)=0— -
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(on rappelie que T\, = O‘i}).

Pour m quelconque une nouvelle utilisation de (2.3.6) et la récurence donnent H"(ﬁp ® 0)=0.

Pour calculer h°(Gp,) on utilise (2.3.6) avec p =0, il vient H°(Cp) = HO(TL ™) puisque H°(® ® Gp.1) = O, d'od
hOm) = 1.
(3.3.3) LEMME : Supposons g =1, donc ¥ = G‘i}, alors Vm2 0, h°(CGp) = 1.

Preuve : Compte tenu de (3.3.1) c'est 1a preuve de ([B.G.G.] Lemma 5) en utilisant les suites exactes de (2.3.6).
(3.3.4) THEOREME : L'espace vectoriel Derlé1 (R) est de dimension m de base (I,12,.IM). Ainsi V m>0
m m ;
‘DO(R) =@ CI
i=0
Prenve: C'est celle de ([B.G.G] Proposition 1. 2°) en notant que h°(Cp,) = 1 par (3.3.2) et (3.3.3).

3.4 Comme il est signalé dans [B.G.G] on a des résultats analogues en remplagant 43 (R) par I'anneau des germes en O

d'opérateurs analytiques sur %. Nous laissons le soin au lecteur d'énoncer ces résuliats.

4. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES CONES AU DESSUS D'UNE COURBE
DE GENRE 21. Cas Gorenstein

4,1,0n reprend % , &5 comme au § 3 et I'on fait I'hypothese supplémentaire snivante :

R=R(% , 3) anncau de Gorenstein.

(4.L.1) Rappelons que R Gorenstein équivaut 2 l'existence de N (ici 2 O) tel que BN =, ¢f (1.3.2). On a alors
NS =2g-2 si B=deg B.

(4.1.2) Si % estellipiqueie.g=1, R est toujours Gorenstein pnisque 0= © %" Q.

(4.1.3) Si la suite (Fy,..., Fy), définissant (F) comme en (2.1.3), est réguliere dans C[X,,..., X;] alors R est Gorenstein

t s
etonpeutprendre N= 3 ci- ¥ d; ob deg Fj=c;, of ([1.1] § 3).
17 =0

En particulier, si X, Y, Z sont des indéterminées et si F est un polyndme homogene de degré n = 3 dans
$=CIX, Y, Z) avec dog X =deg Y =deg Z = 1, posons R =::
Supposons que R soit normal (intégre), %= Proj R étant une courbe de genre g(2 1).
. = )
Onaévidemment % ——> P2=Proj§, le faiscean & = j*® P2 (1) est trés ample et l'on a

R= & HY&H

& i
Legenrede % est g = E(n-l)(n-Z), ona B3 =Q deg & =n; 'anneau HR) est alors étudié dans [V], nous

voulons généraliser cette étude A R(f)_S , &) Gorenstein quelconque.,
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(4.1.4) Signalons enfinque si g21et £ =0 ‘i;(P) pour P un point de T 1a condition R(i,l‘;) Gorenstein est
caractérisée dans ([G.W.] 5.2.6).

4.2 Nous allons reprendre rapidement la preuve de quelques résultats figurant dans {B.G.G], [V] et [L.1.] ; nous ne
rappellerons pas toujours les références précises de ces résultats.

(4.2.1) LEMME : Soit mN < £-1 alors :
@VOo<i<ml, HEO' ® B4 =-ulc,® £4) =0

(b) L'application ¥ 2 de (*). 2 en (2.3.5) est surjective pour O<i<m:
i,

H(G;® B4

o' ® 5=
1H(O;.1 ® I,'!)

Preuve : On vérifie que mN < £-1 implique H°(£<iﬂ)N"2) =0 pour O <i<m-1. On fait alors une récurrence, grice
A (2.3.5), pour tronver Hi(G; ® I;’E) =0 pour O < i < m-1. On en déduit la surjectivité de ¥ 2 powr O <i<m,et

comme D; ¢ est la multiplication par T on a les résultats cherchés.

(4.2.2) LEMME : Soient £ 2qoet m>1 tels que mN < 2-1. Alors :
Derie(R)

Ded, ®

@V1<i<m ,H°(0'i® 13'3)=
(b) Pour mN+d 2 qo,
Dert,q B P Derme. o R) +1Dermnr, .+ ®)

Preuve : Rappelons que qq et d sont introduits dans (1.3.1) et (2.1.3) respectivement.

(@ Pour i =1:H°0; ® TBhH-w] ® B4 =H°(A;) =Der1£(R) et comme Deri(R):(O) e résultat est vrai,
Montrons par récurrence sur i que HI(AZI) =HY(0; ® B4)=0pour 1<i<m-1.Par (235 ona:

sy Hl(Ai;) - Hl(A;) SH(@©G® 845 0
Donc si Hl(Ai;):Oilviem Hl(Ail)= Hli(0; ® ﬁ’e)ce quivaut O par 4.2.1)si 1<i<m-1.

La snite ("*)'i 2 donne ainsipour 1 <i<m:
0 — H° (Ai;) - H°(A;)—>H°(ci® 3'2)—) 0.

On termine par (2.2.2).

() Comme d > 1, £ =mN+d 2 mN + let (a) sapplique :
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i
Der'y(R)
H(o; ® B = —2

1 pour i =m-1,m.
Dery ®)
(0, ® B4

mais Ho0™ ® B™ e 8% 0 (BN =0-9Y
1HGm ® B4

De (4.2.1) on tire @™ ® B4)=

d'ott le résultat.

4,3, Plagons nous maintenant dans le cas ol T est elliptique, i.e. N = O. Alors les énoncés de 4.2 prennent une forme

simple, et I'on retrouve les résultats de [B.G.G].
H(0n ® B4

4.3.1) LEMME:Vm20,V4 21 H°(£'e)= (’“—L

IH(Cm 1 ® B4

Preuve : Clest (4.2.1) en notant que N=0 et ¥ = O‘i .

Der'y®)
(432) LEMME :(a) Vm21, V22 q H(©On® 5%)-= —=—
Derl ®)
Derz(R)
®Vm21,VR2q, dimq - =384 >0.

Der';'l(k)u Der z-l(R)

Preuve (a) est (4.2.2) (a)
Der,®)

(b) résulte de (4.3.1) et (a) ci-dessus puisque = H(D '2) qui est de dimension 3.2 car

m-1 m-1
Der 2 (R)+I Der 2 ®R)
% est elliptique et deg L 2_s250.

(4.3.3) THEOREME : Fixons £ 2 q, (> O) et pour tout k 2 O posons comme dans [B.G.G.] :

k
=210 ,®+ I Oi®.
n20 i28+1

Alors (f]k)k eN est une suile strictement croissante d'idéaux bilatdres de 9 (R), (qui n'est donc pas noethérien).

stk

Preuve : Rappelons que a@f ®) JS;(R) et JSl;(R)JStS (R) sont contenus dans J9 £+t(R)'

Il est clair que Ji est stable par addition. Soit P & .L‘)f (R) deux cas sont possibles :

-sit=0,P€ € 1+.+ T I5 par (3.3.5) et alors :
POX®+ DERPC 3 mOX®)
p 2 2
>0

PO;R) + JiRIPC T HOiR)si j= £+1.
i2L+1
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-sit>0,PdS lj((R) et JS?(R)P sont contenus dans Y, 49;(R), pour tout j = L.
i22+1

On a donc montré que Ji estun idéal bilattre de 49 ; il est évident que Jx € Y1

Remarquons que :
V D e DerkR), Vn20,I"D ¢ Derk+1 (R) si ord D=k.

Eneffet gr OR) estintdgre etsi [ D € Derk++1R) avec ord D =k, il en découle : G(D" 6(D) =0 dans grdd (R) avec
o(D) #* O. Cela force (I) = O ce qui est impossible.

De cette remarque on tire les égalités :

4y 0 Derkzl(R) = Der‘;(R) +1 Derl;(R)

k

Gia1 N Derkjel(R) = Der ;l(R)

Grice a (4.3.2) (b) on conclut Jy41 2 Ik
(4.3.4) THEOREME L'algtbre & (R) n'est pas de type fini sur @.
Preuve. : Par (3.3.5) et (2.1.3) si O(R) est engendré par P,,..., Py sur € on peut toujours supposer :
Py = Xgsers Ps = %5, deg Pi=di > O,0rd P =0 =m; ,0<i<s,
Psy1 =1, degPg;1 =0, 0rd Py = 1.
deg Pj=dj>O,0rd Pj=mj>Osi s+2<j< 0.
Remarquons que par (4.2.2) (b) il existe un P;j tel que deg Pj=dj>O et ord Pj=m;> 0.
Pour Q € Derl; (R) écrivons Q = Zaa Po .ag € @, 0 # Py produit de Pj que T'on peut supposer par
homogénéité de degré 2. Si P;apparait 2 fois, £; 2 O, dans Pgy on a donc :
(*)deg Poy = £ =do Lo+t ds £g + dgy2 L+t dy A0,

Prenons Q € DerI;(R) \ @ Dcrr;(R) + Derm;(R)) avec A =qo et m> A(mg+..+ my) 2 1, c'est possible par

(4.2.2) (b). Remarquons que si Pgy) = apparait dans un Py, on peut toujours soustraire ce Por 4 Q et finalement avoir
As+1 = O dans tout Pgy.
Par (*)ona 2; < 4 pour i >s+2 etil vient:

ord Pg € A5y mgyd +.t £ymy S 4 (mgt...+ my)

Donc m = ord Q £ £ (my+...+ my) et une coniradiction.

4.4 Nous allons maintenant supposer que % n'est pas elliptique c'est & dire N > O. Cette hypothese sera en vigueur dans

toute cette section.
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Nous allons énoncer un résultat technique énoncé en ([I.1] Lemma 9), tiré de [V]. Rappelons que l'on a posé
d=min (d, O<i<s} 21

(44.1) LEMME Soit £ < mN+d-1 avec m 2 1. Avec les notations de (2.3.5) on a ¥m, 2 =O. Donc Dy L -
H(Gp1 ® B 2 Y= B, ® & ,8) est un isomorphisme donné par la multiplication par 1.

Preuve Clest celle de ({I.1.] Lemma 9) que l'on écrit avec les notations précédentes. II faut remarquer qu'a la fin de cette
démonstration on obtient une fleche € = HoO ‘i)_) HYGn.1 ® QM) > O; il s'agit de s'assurer que
HY{(Om.1 ® QM=% O pour conclure 2 I'isomorphisme (et 2 WYm,mN = O). Cela peut se montrer en considérant la longue

suite exacte  (*)'m-1,mN ¢t en utilisant H1(Q)% 0. Remarquons que F'on a H(9™ ® szﬂ) = HY( 1'3]) et la nullité de
Wm,mN,j ost évidente st O<j<d ousi j<O.

1
(4.4.2) PROPOSITION Supposons m 2 1 et q, £ £ £ mN+d-1, alors Derz(R) = R£I sim=1

m

et Derﬁ(R) =1 Der p)

'I(R)+Der';'1(R) §im>2.

Preuve : Cela résulte de (4.4.1) combiné avec (4.4.2) (a)

Nous voulons nous affranchir de la condition £ = q, dans (4.4.2) nous commencerons par le résultat élémentaire suivant :

v
(4.4.3) LEMME : I existe des éléments fy ,..,f, de R telsque %q= U Ui, Ui = Spec Rfi et:

i=1

V 1<i<v, 39; € Derl(R) de sorte que Derl(Rf_) =R, 1@ R 9.
1 1 1

CX,.... X
Preuve : Rappelons que R % = Clxg, xs] Sing R = {TIL = (x5,..., X5)} ; on pose V;j = Spec Ry,

5
onadonc V; ouvert affineet B = U Vi.

i=0

(1) Soit P = (Xo - Og,erees X5- QL) € Max R"o’ donc O, *+ O. Alors il existe j,2 € {O,....s} tels que
® =PRp = (xj- 0j, x y - O y) avec O * O.

La preuve de cette assertion est facile, esquissons la,

Si %o - Olp & P2, j= O convient. Si x,-0q € P2, supposons que P = (x1, x2) (quitte 2 renuméroter les x;) et
cherchons une contradiction. Il existe ¢ € R\P tel que

*) P(xo-Ug)= E bn ilellx? avec bgl iz € R. Posons ¢ = z @0 avec @0 homogene et soit oM ja
it !
premitre composante n'appartenant pas 2 P, c'est 2 dire deg @ B> deg 0D, @G+ e Psi j 21, oM ¢ p.

Considérons la composante homogene de degré d, + deg © M du membre de gauche de (*) ; comme deg x, ®1) < deg x,

eMsi j<hilvient xo @™ .o, @@ = E Siy.i2 le1 x']22 (avec g > h).

Evaluanten P on trouve x,@® & Pet x,2 P, Mg P donne la contradiction.



285

(2) Soit P comme en (1) ; alors I fait partie d'une base de Derl(RP). En effet E= Derl(RP) est libre de rang 2 sur RP et

E/PE contient Ia classe de I qui est non nulle par I, (xj-QLjy = dj xj et xj € . Par le lemme de Nakayama il existe
donc O € Der!(Rp) telle que Der!(R) =R I ®Rp.0.

(3) De (2) on déduit l'existence de f € R\P tel que Der! (Ry) soit libre de base {10} avec O € Derl(R).

(4) Par (3) on peut recouvrir Spec Rxo par des ouverts Spec Rfj, j€ {1....,00) tels que Derl(Rfj) soit libre de base {1,0 e
On fait cette construction pour tous les Spec in’ O <i<s; lacollection des Spec Rfj =U;15j<0;,0 <i<s,
convient.

(4.4.4) LEMME : On conserve les notations de (4.4.3). Dans l'anneau gr JE)(Rfj) I'idéal engendré par le symbole de I est
premier.

Preuve : Posons f=fj; puisque R est régulier on a gr HRp) =Sy f(Derl(Rf) (Talgzbre symétrique du module Derl(Rg))-
Donc de Der!(Rg) =R¢. I® Ry.2., 3 = 9j, on déduit le résultat.

Au vu de (4.4.4) il est raisonnable de supposer que G(I) engendre un idéal radiciel de gr 9 (R), ce que nous ferons dans la

proposition qui suit. .

1 .
(4.4.5) PROPOSITION : Supposons d = 1, i.e. H (L) + O alorssi m21et £ < mN ona Derl R) = R,Ql si

m=1 etDerz(R) —IDerj (R) +Der (R) sim=22,

Preuve : Soit D e Der'; (R). Prenons m 2 2, le cas m = 1 étant analogue. Si £ = O on a le résultat par (3.3.5). Si £
21,

ple Der (R) et de (4.4.2), puisque qo < £qo £ (mgo)N si £ S mN, on tire :

mgo-1 mgo-1

pPeq Dery " (R) + Der y *" (R).

En passant dans grd(R) on trouve O‘(D)q° e o gr OR).Onendéduit o@)ye o g SR etle résultat.
Ainsi pour tout j € {1,..0}) ilexiste P;, Tj € Derm’e-l(Rf) telsque D=1P;-T;;alors I(Pj- Px) = Tj- Tk pour

1<jk<v sur Ujn Uy. En raisonnant comme dans Ia preuve de (4.4.2) on trouve D € [ Der (R) +Ders (R) .
i P 2

(4.4.6) La condition d = 1 est vérifiée dans les exemples suivants :

(@ % quelconque, B=Q. () T =Proj=, B=0 %(1) comme en (4.1.3)

FS'

(et bien siir pour % elliptique, &5 quelconque mais ceci a été exclu de cette section).
(4.4.7) Pour simplifier et compte tenu de (4.4.5) nous supposerons désormais que :

Yo<ie< mN+dlDer2(R)—I Der (R)+Der (R)snm>2ctDer£(R)-R1151 m=1,

(cela est vrai pour £ = O par (3.3.3)).
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(4.4.8) COROLLAIRE : Fixons k> QetsoitD € Dcrgk+d(R) . Supposons que D =f Dy D...Dy avec f€ R el
D; € Der (R) homogene et d'ordre <k, pour tout i. Alors il existe P d'ordre <k telque D=IA+P, A € Derm-1 (R).

Preuve : Ce résultat est celui de ({V] Lemme 3), la preuve est identique, rappelons la. Si m < k il n'y a rien 4 montrer ;
supposons donc m = ord (D) 2 k (donc r 2 2). Il existe j tel que deg Dj < N ord D; + d-1 sinon
deg D=3 deg Di 2 mN +rd etalors Nm+rd <Nk +d ce qui est contradictoire,

1

-1 - . "
Par (44.7) Dj€ I Do’y ®) + Der, '®), 0t £= deg D, p = ord Dj. On en déduit D = I D'+D" avec D" somme

d'opérateurs du méme type que D mais d'un ordre strictement inférieur. Une récurrence termine la preuve.
On peut maintenant démontrer 'analogue de ([ V] Proposition S).

(4.4.9) PROPOSITION : Fixons k > O, notons H]i( le sous-espace vectoriel de Derli( (R) formé des  sommes de

o . ] k k
produits d'opérateurs d'ordre < k. Alorson a Derngye,q ® 2 Haged

Preuye : Un élément D de Hka+d s'écrit D=3 Dy Dy..D; avec fD1Dy..Dr & Der™ (R) vérifiant

les hypoth&ses de (4.4.8). Donc D = 2 (IA +P) avec ord P < k, aprés une mise en facteur D =1D'+ D" avec D"

d'ordre < k. Comme op a nécessairement ord D' <k, il vient :

k k-1 k-1
HNk+d =1 DerNk+d R)+ Dc:rNk+d R).

L'assertion découle donc de (4.2.2) (b).
Comme dans ([V] Théoréme) il vient :
(4.4.10) THEOREME : L'algebre fO(R) n'est pas de type fini sur C.

Preuve : Si 9(R) était engendrée par un nombre fini d'éléments, il existerait k > O tel que : Der;k +d R) = Hlltlk +d

(par homogénéité), avec HIISIk +4 comme dans (4.4.9). D'oll une contradiction.
(4.4.11) THEOREME : Pour k 2 O on pose : Ck =(ie N*/i=pN+d, p2k},

ﬂk=2 2 BRI R+ Z H®)
C, N™c,

n20

Alors ({Ik) est une suile croissante d'idéaux bilatéres de O(R) et ﬂkﬂ 2 {]k sikN+d2 q,- En particulier D (R) nest
pas noethérien.

Preuve : De (4.4.7) il découle facilement que :
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-1
Vm21,V 05 £ < mN+d-1, O 2 ®) = 2 " JS? (R). Ceci implique en particulier .D)(R) =0 pour

20
0 < £ < d. Montrons que ﬂk Cc ﬂk+l' Par définition Ck = Ck+1 U (kN+d} et ﬂk est égal 2
-1 k-1 . -1
E 2 ™ JSPPN AR+ z JSi(R) + z rd kN+4(R) qui est contenu dans E 2 r JSPPN,K,(R)
C n=20 N*c n20 C n20
k+1 k+1
+ z JSi(R) + °®kN+d(R) ce qui n'est autre que ﬁk+ r
N*c
k
Montrons que ﬂk est un idéal de O (R). Par (3.3.4) BO(R) = z C 1" et il est clair que & SR ﬂk + f]kJS R (=
n20
4
Par définition

BR®.ie N'\C,
4,0 O R)= Z I“JSPI;,{, R, i=pNed € C
n20
11 suffit donc d'établir, pour i> O et 1> O, I'assertion suivante : (#) B!(R) e@i(R) c :]0.
Remarquons que (#) est triviale si O <i < d, on supposera donc d <i.
Soient m21eta 21 tels que (m-1)N <t<mN et (O-1)N+d-1 < i £ ON+d-1. De t <mN et i < 0N+d-1 on tire
H®)= Z roO™R®) o O ®) = Z ro ?’I(R). Comme O™'®) . O IR C B ?:’m'Z(R), il suffit

n20 n=20
pour obtenir (#) de prouver que IRy C ﬂoﬂ £i+[(R). Sii+te N *\C° ona d wn® (= f]c et (#) est vraie.
i+t

Supposons i + t = pN+d et montrons que Ot+m-2 < p-1, ce qui prouvera (#) . Sinonp < ¢ + m-2 et de -t < -(m-DN il
vient i = pN+d-t < (0t+m - 2)N + d-(m-1)N = ((-1)N+d, contredisant le choix de OL.

Comme en (4.3.3) on remarque que :

k k-1 k-1 k k
4, N Derp, q®) =1Der (R) + Der (R) € :]k+1 N Derpp, 4®) = Derpy, 4R
Par (4.2.2) (b) cette inclusion est stricte d&s que kN+d 2 q,- Ceci acheve la preuve du théoréme

(4.4.12) Rappelons que (4.4.10) et (4.4.11) sont vrais sous I' hypothese (4.4.7).
D'autre part si N=0 les m&mes résultats ont été démontrés en (4.3.3 et4.34)

4.5 Ici, comme dans 3.4 on peut obtenir les mémes résultats en remplagant {9 (R) par l'anneau des germes d'opérateurs

différentiels analytiques au voisinage de O.
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5. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES SURFACES NORMALES MUNIES
D'UNE BONNE C*-ACTION

5.1 Afin d'étudier {9(A) pour une @ -algdbre de type fini A, graduée, normale, de dimension 2, on va rappeler quelques
résultats de (O.W] et [P.2]).

(5.1.1.) Soit A= @ Ay un anneau normal gradué de dimension 2 avec Ag = T et A nocthérien. Posons Y = Spec A
k20

et désignons par {O} le point fermé correspondant 4 l'idéal maximal @O Ay, onadonc Sing Y C {0].
k>

SiSingY =@, A estun anneau de polyndmes et l'anneau  J(A) est une algébre de Weyl, pour cette raison nous ne nous
intéresserons qu'au cas  Sing Y = (O} .Pour abréger l'écriture nous dirons que Y est une @ *-syrface nommale, cf [P.2].

Un exemple est évidemment fourni par les R('z AB)du§l.
(5.1.2) Comme pour toute surface il existe une bonne résolution minimale 77: Q Y de la singularité isolée en O. Si
7}{0)=E; U....UE, ona:
(i) Les E; sont des courbes projectives lisses A croisement normaux.
(i) Le cardinal de E; N E;, est <1 si i #*j.
() EiNEjNEx=0 si i,j,k 222 distincts.
A cette résolution on associe un graphe {pondéré) de la manidre suivante :

- les sommets sont les E; affectés du poids -b; = (E;. Ej) (on note comme d'habitude (E; . E;) le nombre d'intersection de E;
et Ej).

- Une aréte 19_19 existant si E; N E; =0,

(5.1.3) Supposons que Y soit une € *-surface normale, deux cas sont alors possibles pour Ia résolution (5.1.2).:
(@OnaEjz p! pour tout j et le graphe de la résolution est

[¢) ] ] 0
b1 b b

Alors la singularité de Y est analytiquement isomorphe 2 une singularité cyclique quotient €2/2., de type (m,¢). C'est

2
die €22, =Spec CIXY] Z ., opérant par (X,Y)~» (£X, E¢ Y)ou & racine primitive m-i2me de I'unité et

1<e< m, e et m premiers entre eux. Le type (m,e) étant déterminé par le développement en fractions continues :

[b1s.... byl = m?= by- 11 . On dira ici aussi que Y est une singularité cyclique quotient de type (m,e).

(b) Il existe une unique courbe E parmi les E; ayant l'une des deux propriétés suivantes : E intersecte plus de deux antres
Ej,oule genrede E est>1.Onditalors que E est la courbe centrale.

Si Ej*# E ona E;= IP1 et le graphe de la résolution a la forme d'une étoile 3 n branches :
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.......... —0
\
o
E Ei1 Eiy
chaque branche étant: o o .- o o avec bj =-(Ei,j. Eij)22 etb=-(EE) 21
-b -bi,1 -bir,
1

. i . di
On détermine des entiers e;, d; premiers entre eux tels que 1 <e; < d; par le développement é= [bi,1, b3,2,.... bj ,,i].

On sait par [0.W] que le graphe "détermine” (3 isomorphisme analytique pras) la singularité de Y , cf. [P.2] pour un
énoncé précis.

— ~ - Vi
(5.1.4) Soit Y =% =SpecR(L . B)commean § 1. Alors Y = V(% ,B) > %, comme en (1.1.5), donne le
graphe :

0 ,avec E = 11-1(0) 2 % .
b=-deg BB

(5.1.5) L'impontance des surfaces % = Spec R(‘i ,&) estillustrée par le théoréme suivant de [P.2].

THEOREME : Soit Y une € *-surface normale. Alors il existe une courbe projective lisse %, un groupe fini G

d'automorphismes de % , un faisceau inversible ample et G-invariant 5 tels que :
(a) G opere librement sur % = Spec R( % ,&3) en dehors de {O}.

(b) La singularité de Y est (analytiquement) isomorphe a celle de % /G = Spec R(% ,&3)C.
Remarque : Il est démontré dans [R], qu'avec les notations du théoréme précédent, la surface Y est algébriquement
isomorphe 4 un quotient % /G = Spec R(i ,3)6 et que l'on peut prendre G abélien (fini).

(5.1.6) Nous voulons donner des exemples de €* -surfaces normales Y 2 singularité raticnnelle telies que 9(Y) ne soit

pas simple et pas noethérien. Avant cela nous devons rappeler la définition d'une singularité rationnelle.
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Soit Y une variété irréductible affine et normale. On dit que Y est 2 singularités rationnelles (Y est R.S. pour
simplifier) si pour une, et alors toute, résolution des singularités T : ‘Q -Y ona RJ‘;T‘(S):}---J = O pour j=21. C'est une
condition locale et analytique.

Lorsque Y est une surface cette condition s'écrit dim HI(Y, ® g )=0.

(5.1.7) Exemple. Considérons % = Spec R(% ,L) comme au § 1. On a la résolution : 71: ¥ — % de (1.1.5).

Utilisant Ia projection p: ¥ — % , on obtient :

H(Y,0_ )= & ay(% B
Y >0

Ainsi % estR.S sietseulementsi % =PI
(5.1.8) Soit Y une C* -surface normale, on peut décider A l'aide de (5.1.3) si Y estR.S. En effet par [P.2] :

@) Si Y est une singularité cyclique quotient Y estR.S.

n ke
(b) Sinon, Y est R.S. si et seulement si la courbe centrale est rationnelle et V k> O, kb - 3, {EL] > -2 (o {a)
i=1 1

est le plus petit entier 2 a).
On pourra également consulter {Wa] pour une autre approche de ce critére.

(5.1.9) Grace a [P.2] on dispose d'une méthode pour construire les singularités de €* -surfaces normales, dont le graphe

de la résolution est comme en (5.1.3). Résumons cette construction. Soient E une courbe projective lisse, D un diviseur
sur E, Py,..., P, des points de E, (e, di)1< i<n des couples d'entiers premiers entre eux avec 1 < e; < d;. Formons les

diviseurs :
n "
D& = kD - 2{%’] P, ke N.
i=1 @

n .
Notons b = deg D = deg Og(D), alorssi b- 3 :—f> O, l'anneau A = G>9 HeE, O (W) est tel que Y = Spec A et
i=1 k=0

1

est une &* -surface normale ayant le graphe demandé. Une description analogue dile 2 M. Demazure est donnée dans [Wa].
5.2, Compte tenu de (5.1.5), I'étude des anneaux d'opérateurs différentiels (Y) pour Y C* -surface normale (tout au

moins des germes d'opérateurs différentiels en {O)) se décompose en I'émude de &8 (%), % = Spec R ,B), suivie de
T'action d'un groupe fini opérant librement en dehors de {O}. Nous allons déuailler ce dernier point, I'étude de 48 (%) ayant 66
(partiellement) faite aux § 3 et § 4.

Les résultats qui vont suivre apparaissent dans (L], [1.2] et [I.3] ; toutes les notions utilisées y sont définies.

(5.2.1) PROPOSITION : Soit B une C-algebre, G un sous-groupe fini de Auta: B. On pose A = BG, l'anneau des
invariants, et on suppose qu'il existe Z C Spec B tel que :
{(i) VpezZ ,profB,>2

(iiy Le morphisme naturel Spec B —Spec A est étale en dehors de Z .

Alors pour tout m € N on a des isomorphismes naturels (induits par la restriction) :



291

Der™ (A) = (Der™(B))C
HmA) = PmR)G.
Etainsi dA)= HB)S.

On rappelle que G opere sur J9(B) par:

Vge GV De HB),V ®eB,gD9=gDgle)

(5.2.2) COROLLAIRE Soient B, G comme en (5.2.1) ; on suppose de plus que B est une @ -algébre de type fini
ayant la propriété (S2) : V p € Spec B, prof By 2 inf (2htp). Pour p € Spec Bonpose : Gi(p) = (g € G/g induit

I'identité sur B/p}.

On suppose que Z= {p € Spec B/ Gj(p) # 1) vérifie codim Z 22 Alors:
Spec B

Vme N, Der™(BS) = [Der™(B)]C et donc
DE)S = HES).

Preuve : L'hypothése faite sur Z assure que Spec B — Spec A est étale en dehors de Z ; comme B vérifie (S2) on a
prof Bp 2 2 pour p € Z et on applique (5.2.1).

(5.2.3) Rappelons quelques résultats bien connus sur I'action d'un groupe fini sur une € -algdbre, cf [Mo]. Nous les
écrirons dans le cadre de ce qui précede. Soient B une (€ -alggbre de type finiet G C Autc B. On suppose B integre.

Alors :
(a) &(B) est un anneau simple si et seulement si DB)C Test.

(b) Si (B)C est noethérien alors S (B) est un H(B)S -module de type fini (A droite et & gauche). En particulier
£ (B) est alors noethérien et si O (B)C est de plus une @ -algebre de type fini c'est aussi le cas pour O(B).

(c) Inversement si 9 (B) est noethérien 9(B)C I'est aussi.

(5.2.4) On peut maintenant donner une description des opérateurs différentiels sur une € *-surface normale, ceci grace A
(5.1.5).

THEOREME : Soient % ,&.G comme en (5.1.5). Onpose % = Spec R(% . 2) . alors:
@ BD(X)S = D%/G)
() D(%/G) est un anneau noethérien si et seulement si (%) Lest.
(¢) D(%/G) est un anneau simple si et seulement si (T ) l'est.

Preuve (a) On vérifie aisément que (5.2.2) s'applique & B = R( % L)

(b) et (c) sont conséquences de (5.2.3).

(5.2.5) On conserve les notations de (5.2.4). De (3.2.2) on déduit :

COROLLAIRE : Silegenrede % est = 1, (S ), etdonc D(%/G), nest pas simple.
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_ = 2
(52.6)Si L =Pla B = O]p ((m) onavuen(14.2) que R(G ,B)=CX,Y] " la description de l'action de 2

donnée alors permet d'utiliser (5.2.2) et (5.2.3) (ou méme (5.2.4)), on en déduit que  IO(%) est une C-algdbre nocthérienne
qui est simple ; on peut voir facilement que c'est une € -algébre de type fini. Il en découle que (% /G) est un anneau

stmple nocthérien (et méme une C-algébre de type fini).

Notons que ceci traite le cas des singularités cycliques quotients et justifie le fait que I'étude de S(T) ait été mende sous
I'hypothése g 2 1 aux § 3 et § 4.

1t faut noter que I'anneau des opérateurs différentiets sur C{X,Y] G, G groupe fini, a ét¢ traité pour la premitre fois par J.M.
Kantor (cf. [L]).

(5.2.7) Lorsque R( ‘i .33) est un anneau de Gorensteinona :

COROLLAIRE : On suppose g 2 1 et qu'il existe N tel que I?N =Q.Si g=1 ou sous!' hypothése (4.4.7),

ona:
(@) OBy et D(L/5) ne sont pas noethériens.
(®) (L) n'est pas une C-algebre de type fini.
Preyve : (a) résulte de (4.3.3) et (4.4.11) suivis de (5.2.4).
(b) résulte de (4.3.4) et (4.4.10).
Remargque : 1l est probable duc DX /) n'est pas une T-algebre de type fini.
(5.2.8) Rappelons que le corollaire (5.2.7) s'applique dans les cas suivants :
@ % elliptique 3 quelconque.
() % quelconque de genre 21, B = Q.
(c) %= Proj @%ﬁ ,deg X =deg Y =degZ=1,F polyndme homogene et

_ _ Cx,Y2]
L= ®P2(1)| 3 de sorte que R = ® .

Le cas (a) généralise donc [B.G.G], le cas (c) avait déja ét6 traité dans [V].

A3 Nous allons appliquer les résultats de 5.2 pour donner des exemples de C*-surfaces 2 singularités rationnelles telles que
l'anneau des opérateurs différentiels associé ne soit ni simple ni noethérien. Avant de passer aux exemples expliquons

rapidement la raison de cette question : comme nous I'avons noté dans l'introduction tous les exemples connus de variétés Y
telles que 49(Y) ait un "bon" comporiement sont R.S., de plus la discussion de 5.2 a montré que si % = Spec R(% ,B)

D(B) est simple si et sculementsi B = P clest 2 dire si et sculement si % est R.S. (cf. (5.1.7)). 1l est donc tentant de

voir si cette condition géométrique est suffisante pour assurer un "bon" anneau d'opérateurs différentiels.

(5.3.1) Nous allons reprendre un des exemples de [P.2].
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Onpartde E = ]Pl,n=4,eg= 1,d;=2,1<i<4,D=73P4etb =3, dans les notations de (5.1.9) ; on fixeae C\ {0,1},
Py = O,Pp =1,P3 =a, Pgy=co. On uouve un anneau A = ;90 H°(E,® g(D®)) ayant la présentation
k2

CrXy, X2, X3, Y1, Yol

A= j , deg Xj=2,Deg Y;=3, J étant lidéal engendré par les mineurs 2 x 2 de la matrice
Xy X Y,
( X2 X3 Yo J
Y1 Yz (X3-Xp(X2-aXy)

Le critére de (5.1.8) montre que Spec A est R.S. Pour appliquer les résultats de 5.2 il nous faut montrer que A = RO avec

R= R(i ,B) tel que 9 (R) ne soit ni simple ni noethérien. En examinant la démonstration de [P.2] cela n'est pas difficile
et on obtient la description suivante,

Soient: % la courbe elliptique d'équation dans P2 : Y2Z = X(X-Z) (X-22).

Q1=(0,0,1), Q2=(1,0,1),Q3=(a,0,1), Q4 =(0,1,0), ce sontdes pointssur % .
A le diviseur 5Q4 - Q1 - Q3 - Q3, & = (9‘1 A).

G le sous-groupe de Aut % défini par (0, B, P (o, -B, V), donc G=2,.

CU,z;,Z3

2,2

Ona: R(%,B)<R= 3 3
U2-312; + (@+1)Z 1Z5=2Z {22

avec degU=2,degZ;=1.Le groupe G opere sur R par (U, Z1, Z3) — (-U, - Z1,- Z). On vérifie que A=RE,

Comme % est elliptique SO(R) et D (A) ne sont ni simples ni noethériens ; on a vu que Spec A estR.S.
(5.3.2) L'exemple suivant est tiré de ((W.1] § 4.8).
Soient :E=Pl,n=3,¢;=1,d;=3, 1<i<3, Py =0, P =1, P3 = o0, D =2P3, notations (5.1.9).

Lalgtbre A = @ HE,(DX) est donnée par :
k=20

_ QU U1, V1, V3, V3, Va]

A J

, degUj=2,deg Vj=3

olt I estlidéal engendré par les mineurs 2 x 2 de
Vi Vo V3 Uy
Vo V3 V4 U

U20 UoUs U21 V3-Vp

Par (5.1.8) Spec A estR.S.

Soit maintenant % la courbe elliptique d'équation X3 + Y3 +2Z3 =0 dans P2 ; on considere les points de %
Q1=(0,-1,1) Qu=(0,-m, 1),Q3=(0, -w2, 1) @ étant une racine primitive 3-igme de Funité.

Si £=®§(A) etA=5Q3-Q1-Q2 ona:

RE . B) =R=eZIXYZ] e X—degY=degZ=1.
¢ ) X+viem 0 s ¢
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e groupe G = 2.3 opere sur % par (@, 3, Y- (@, B, ), et donne l'action sur R : (X,Y,Z) — (02X, 0Y, OZ ).

On montre que RG = A, comme 9 (R) n'est ni simple ni noethérien ; il en est de méme pour 4D (A) et on a vu que

Spec A estR.S.
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