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Master 1 de Mathématiques, Variable complexe Rachid Regbaoui

Chapitre 1

Fonctions holomorphes

La plupart des démonstrations des résultats enoncés dans ce cours sera faite en classe. Certaines
d’entre elles seront laissées aux étudiants sous forme d’exercices.

1. Premieres définitions et premieres propriétés

Définition 1.1

Soit U un ouvert de C et soit f : U — C. On dit que f est C-dérivable (ou C-différentiable) en
un point a € U si la limite suivante existe :

I f(2)—f(a)
m-———--.

zZ—a zZ2—Qa

Si c’est le cas, cette limite est appelée dérivée de f en a et on la note f'(a).

Dans la définition précédente, on peut écrire la C-dérivabilté de f en a sous la forme (pour z
dans un voisinage de a) :

f)=f@+f'(@)Nz-a)+o(z—a). (D

Une conséquence directe de (1) est que f est continue en a. On a donc la proposition suivante :

Proposition 1.1

Toute fonction C-dérivable en un point est continue en ce point.

Une autre conséquence de la relation (1) ci-dessus est la R-différentiabilité de f en a. En effet,
en identifiant C avec R? via l'isomorphisme : C 3 z = x + iy — (x,y) € R2, on peut considérer [
comme une application d’un ouvert de R? a valeurs dans R2, et la relation (1) implique que f
est R-différentiable en a, de différentielle Iapplication df(a) : R?2 — R? définie par df(a)(x,y) =
f'(a)(x +iy). Une propriété fondamentale de df(a) est qu'elle est également C-linéaire si on la
considére comme application de C dans C (via I'isomorphisme mentioné ci-dessus). En notant
f'(a) = a +ip, la matrice représentant d f(a) dans la base canonique de R? est donnée par :

Mz(; ﬁ)
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En particulier, les dérivées partielles %(a) et %(a) existent et sont données par %(a) =
df(@)1,0) = f'(a) et %(a) = df(a)0,1) = if'(a). Remarquons au passage que l'on a dans ce

cas, %(a) = —i%(a). Cela nous conduit facilement a la proposition suivante :

a N

Proposition 1.2

Soit U un ouvert de C, a un point de U et f : U — C. Alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. f est C-dérivable en a.

2. f est R-différentiable en a (en tant quapplication d’un ouvert de R? dans R? ) et sa
différentielle df(a) est C-linéaire (lorsqu’elle est regardée comme apllication de C dans
C.)

3. f est R-différentiable en a (en tant quapplication d’un ouvert de R? dans R?) et ses

dérivées partielles vérifient : %(a) = —i%(a).

En écrivant f = P+ i@ avec P et @ des fonctions réelles (partie réelle et partie imaginaire de f)

on obtient le corollaire suivant :

a N

Corollaire 1.1

f est C-dérivable en a si et seulement si P et @ sont différentiables en a et vérifient :

%)= %(a)

L@=-%@

Les équations vérifiées par les fonctions Pet @ dans le corollaire précédent s’appellent équations
de Cauchy-Riemann. On peut les reformuler autrement en définissant 'opérateur de Cauchy-

0
Riemann = en posant pour toute fonction f différentiable sur un ouvert de R? :
z
of 1 (6f 0f )
—===+i=].
0z 2\0x Oy
Ainsi f est C-dérivable en a si et seulement si %(a) = 0. On définit également l'opérateur de

0
dérivation complexe % en posant pour toute fonction f différentiable sur un ouvert de R? :
z

0z 2 ox 0Oy

L)

On peut vérifier que si f est C-dérivable en a, alors f'(a) = %(a).

Définition 1.2

Soit U un ouvert de C et soit f : U — C. On dit que f est holomorphe (sur U) si elle est C-
dérivable en chaque point de U. Dans ce cas 'application qui & chaque z € U associe f'(z)
s’appelle dérivée de f et elle est notée f'. Une fonction qui est holomorphe sur C est dite
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| fonction entiére.

Exemple 1.1

n
1. Toute fonction polynémiale f(z) = Z akzk est holomorphe sur C, avec comme dérivée
k=0

n
(de 1a méme facon que pour la dérivation réelle) f'(z) = Z kakzk ~1. Ainsi toute fonction
k=1
polynoémiale est une fonction entiére.

2. Toute fonction rationnelle f = % est holomorphe sur C\ Zg, ou Zg désigne 'ensemble
P’Q_PQ’

des zéros de Q. La dérivée de f est donnée par f' = 2

3. La fonction f définie sur C par f(z) =z n’est pas holomorphe (elle n’est C-dérivable en
aucun point du plan complexe). En effet, on a % =1.

4. Si f:C — R est non constante, alors elle n’est pas holomorphe.

Dans la suite on notera par #(U) I'’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert U c C.
La proposition suivante résume la stabilité de A#(U) vis-a-vis des opérations usuelles du calcul :

o N

Proposition 1.3

1. Lensemble .#(U) muni de I'addition et multiplication usuelles des fonctions est une
algebre sur le corps C. De plus, on a la formule de la dérivée de la somme et le produit
de deux fonctions comme dans le casréel : (f +g) = f'+ g’ et (fg) = f'g + fg' pour tous
f,geAWU).

! !
2. Si f € #(U) et ne s’annule pas sur U, alors % € A (U) avec (%) = —% .

3. SifeAU)et ge A(V) avec f(U)cV, alors gof € #(U) avec(gof) =g'of-f'.

Remarque 1.1

1. D’apres le corollaire 1.1 et les définition des opérateurs % et %, on a pour toute fonction
0 0
feU), a—}:(z) =0et a—f(z) = f'(z) pour tout z € U.
z z

2. Comme on le verra plus tard, on montrera que si f € #(U), alors f' € #2(U). 11 Sagit
la d’'une propriété fondamentale qui implique en particulier que f est indéfiniment
C-dérivable sur U et admet donc des dérivées complexes de tout ordre.

La proposition suivante caractérise les fonctions holomorphes de dérivée nulle comme dans le
cas des fonctions d’une variable réelle sur un intervalle :
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Proposition 1.4

Soit U un ouvert connexe de C et soit f € #(U). Alors f est constante si et seulement si f' =0
sur U.

I1 s’ensuit le corollaire suivant :

Corollaire 1.2

Soit U un ouvert connexe de C et soit f € A(U). Si f(U) c R, alors f est constante. Plus
généralement, si f(U) est inclus dans une droite du plan complexe C, alors f est constante.

Nous terminons cette section avec un théoréme trés important comme dans le cas réel :

~

e

Théoreme 1.1. (Théoréme d’inversion locale, version holomorphe)

Soit U un ouvert de C et f € #(U). Soit zg € U tel que f'(z¢) # 0. Alors il existe un voisinage
ouvert Uy c U de z( et un voisinage ouvert Vo < C de f(z¢) tels que la restriction de f a Uy
soit un difféomorphisme biholomorphe de Uy dans Vj, i.e [ |U0 est une bijection de Uy dans
Vo de fonction réciproque holomorphe sur Vy. De plus on a : (f 'l)l(w) = m pour tout
w e V().

Le théoréme d’inversion locale permet, entre autre, de définir de nouvelles fonctions holo-

morphes.

2. Séries entieres, fonctions analytiques

Soit Z a,z" une série entiére a coefficients dans C. On rappelle le rayon de convergence d’une
n=0

telle série :

7~

Proposition 2.1

Il existe un unique R € [0, +00] appelé rayon de convergence de la série entiére tel que :

1. La série converge normalement sur tout compact K < D(0,R) ( ici D(0,R) désigne le
disque ouvert de centre 0 et de rayon R). En particulier, la série est convergente pour
tout ze D(0,R).

2. Pour tout z € C tel que |z| > R, la série est divergente.

De plus, R est donné par la formule :

1
R=- 10
limsup |a,|»
n—+oo
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1 1
avec la convention 0 =400 et o = 0. Le disque D(0,R) s’appelle disque de convergence
(0.¢]

de la série entiére.

Remarque 2.1

Dans la pratique pour calculer le rayon de convergence d'une série entiére Z a,z", on calcule
n=0

.. . 1 . lan+1l .
I'une des deux limites [ = 11111 lapl” oul = lim ———. En effet, on peut montrer que si I'une
n—+oo n—

+oo |ay|
des deux limites existe, alors R = %

La proposition suivante nous dit que la somme d’une série entiére est holomorphe :

g "
Proposition 2.2
+00
Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors sa somme f(z) = Z anz"
n=0 n=0
est holomorphe sur D(0,R). De plus la série entiere Z na,z""! a pour rayon de convergence
n=1
R et sa somme est égale a f/(z), c’est a dire :
o0
fl)=) na,z""!, pour tout z € D(0,R).
n=1
™ V.
Remarque 2.2
+00
D’apreés la proposition précédente, si f(z) = Z a,2", alors la fonction f’ est également holo-
n=0

morphe sur D(0,R) et sa dérivée " est donnée par

o0

f"@=> nn- 1)a,z""2, pour tou z € D(0,R).
n=2
On peut ainsi continuer la dérivation pour conclure que f est indéfiniment C-dérivable. On
verra dans le chapitre 2, que les fonctions holomorphes ont également cette propriété.

Exemple 2.1

Considérons la série entiére Z z". Son rayon de convergence est B = 1. Sa somme est la
n=0

fonction f donnée par f(z) = l—iz qui est a priori holomorphe sur le disque D(0,1), est en fait
définie et holomorphe sur C\ {1}.

Les sommes de séries entiéres font partie de la classe de fonctions localement développables en

séries entieres :
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Définition 2.1

Soit U un ouvert de C et f : U — C. On dit que f est analytique si pour tout zy € U, il existe

un disque ouvert D(zg,r) c U avec r > 0 et une série entiére Z anz" de rayon de convergence
n=0
R =r tels que

+00
f(2)=)_ an(z—20)", pour tout z € D(zg,r).
n=0

Remarque 2.3

Dans la définition précédente, les coefficients a,, de la série entiére sont complétement déter-

minés par la fonction f. En effet, d’apres la remarque 2.2, f est indéfiniment C-dérivable et

lona a, = % (ici f ) désigne la dérivée nieme au sens complexe de f. )

Exemple 2.2

1. Considérons la fonction f définie sur C* par f(z) = % Pour tous z,zg € C* tels que
|z —2z9| <|z0l, on a

1 1 1 oo (-1)"
Z n+1 (Z_ZO)n ’

B ———— =
zo+(z—29) =z 1+(Z;_§0) w0 20

f(2)=

ce qui montre que f est analytique.

2. Toute fonction polynoémiale est analytique.

La proposition suivante découle directement de la définition :

Proposition 2.3

Soit f une fonction analytique dans un ouvert U c C. Alors f est holomorphe sur U. De plus
f est indéfiniment C-dérivabe sur U et I'on a pour tout zg € U et tout z dans un voisinage de
20 :

+oo0 p£(n)
f(Z)Z Z f (ZO)

n=0

(z—2z0)".

Nous allons voir au chapitre 2 que la réciproque de la proposition 2.3 est vraie. C’est un résultat
trés important et surprenant si I’on compare avec les fonctions d’'une variable réelle.

Nous terminons cette section avec la proposition suivante qui nous dit que les sommes de séries
entiéres sont analytiques (et donc holomorphes selon la proposition 2.3) :
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Proposition 2.4

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et soit f sa somme. Alors f est
n=0

analytique sur D(0,R). Plus précisément, pour tout z¢ € D(0,R) et pour tout z € D(zg,R —|z¢l),
on a

(z—2z0)".

+oo £(n)
F@=Y f ('Zo)

n=0

3. Exponentielle et logarithmes complexes

Dans cette cette section nous allons définir et étudier les propriétés de 'une des fonctions les
plus importantes de 'analyse mathématique, a savoir la fonction exponentielle. Nous étudierons
ensuite les fonctions logarithmes.

n
- N z . (a+ D)
La série entiére ) — a pour rayon de convergence R = lim
o n! n—+oo  pl

donc définie et holomorphe sur C est appelée fonction exponentielle, elle est notée z — exp(z) ou

= +00. Sa somme qui est

2z — e?. Nous utiliserons dans ce cours la deuxiéme notation. Ainsi :

Lorsque z est réel on retrouve la fonction exponentielle réelle déja étudiée depuis la classe de
terminale. On rappelle également le développement en série entiére (réelle) des fonctions ¢ — cost
et t—sint:

t2n t2n+1

+00o +00
t=Y (-1 t sing=y (1) —.
cos ngo( ) @) et sin n;o( ) CIRT

Il découle donc de ces deux formules que pour tout € R :

et = cost+isint

et les formules classiques d’Euler :
1/ . . 1. )
cost = 3 (elt + e_’t) et sint= % (e’t - e_”) .

Ces deux formules servent aussi pour définir les fonctions cosinus et sinus complexes en posant :

cosz = % (eiz +e_iz) et sinz= 2—ll (ei‘z —e_iz).

La proposition suivante résume les propriétés les plus importantes de la fonction exponentielle :
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p
Proposition 3.1

La fonction exponentielle posséde les propriétés suivantes :

La fonction exponentielle est 'unique fonction entiére f vérifiant f' = f et f(0)=1.
Pour tous z,2' €C, on a e**? =e?e? . En particulier, e? # 0, pour tout z € C.

e?=1 < ze2niZ. En particulier, e® =1, ei" =1, ¢'% = .

Pour tout ze C, on a e? =e?. En particulier |[e?| =1 < z€iR.

AR

La fonction exponentielle est une surjection de C dans C*.

Il découle de la proposition précédente que les fonctions cos et sin complexes sont des fonctions

entiéres avec cos’'z=—sinz et sin’z =cosz.

Dans le cas de la variable réelle, la fonction exponentielle est une bijection de R dans R’. Le
logarithme néperien est donc défini comme étant la fonction réciproque de I'exponentielle. Dans
le cas complexe, 'exponentielle est surjective (a valeurs dans C*) mais elle n’est pas injective. Il
en résulte ainsi plusieurs déterminations possibles de sa “ fonction réciproque ”. En effet, pour
Z € C*, ’équation e? =Z devient en écrivant z=x+1y,

x=1n|Z]|
y =arg(Z),
ou arg(Z) est 'argument de Z (modulo 27). Comme Il existe plusieurs déterminations possibles

de Pargument d’'un nombre complexe, cela donne autant de possibilités pour définir le logarithme

complexe.

Définition 3.1

Soit U un ouvert de C*. Une fonction f : U — C est une détermination du logarithme dans U
si elle est continue et si e/?) = z, pour tout z € U.

Nous donnons également la définition de primitive d'une fonction de variable complexe :

Définition 3.2

Soit U un ouvert de C et soit f : U — C. On dit que f admet une primitive sur U ¢’il existe une
fonction F € #(U) telle que F' = f. Dans ce cas on dit que F' est une primitive de f.

Nous avons la proposition suivante :
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7

Proposition 3.2

Soit U un ouvert connexe de C*.

1. Si f:U — C est une détermination du logarithme dans U, alors toutes les autres déter-
minations du logarithme dans U sont de la forme f + 2nni, avce n € Z.

2. Si f :U — C est une détermination du logarithme dans U, alors f est holomorphe et
fi(z)=1, pour tout z€U.

z
3. Si la fonction z — % admet une primitive f sur U, alors il existe une constante C € C
telle que f + C soit une détermination du logarithme dans U.

Comme on le verra dans le chapitre 2, I’'existence d’une primitive d’une fonction holomorphe sur
un ouvert U dépend de la topologie de U. Plus précisément, on verra qu’une condition suffisante
et nécessaire est que U soit simplement connexe (voir chapitre 2). La proposition suivante va dans

ce sens en ce qui concerne la fonction z — % .

Proposition 3.3

Il n’existe pas de primitive de la fonction z — % dans C*. Ce qui revient a dire (d’apres la
proposition 3.2 ) qu’il n’existe pas de détermination du logarithme dans C*.

Dans ce qui suit, on va voir qu’il existe des déterminations du logarithme dans les domaines de
la forme U = C* \ D, ou D est une demi-droite du plan compexe issue de l'origine. On commence
par ce que l'on appelle la détermination prinicipale du logarithme défine sur C* \R™, ot R™ ={x€
R :x<0}.

o N

Proposition 3.4

Il existe une unique détermination du logarithme dans C* \ R~ s’annulant pour z = 1, notée
Log. Elle est appelée détermination prinipale du logarithme et elle est définie par :

Logz =1n|z| +iArg(z)

ou Arg est la fonction “argument princial ” définie, pour tout z € C* par

2]

—arccos(%) si Im(z)<O.

arccos (@) si Im(z)=0
Arg(z) =

La fonction Log admet le développement suivant en série entiére, valable pour z € D(1,1) :

+00 (_1 n-1
Logz = Z )

n=1

z-1™.

Des déterminations du logarithme sur d’autres domaines s’ensuivent :
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Corollaire 3.1

Soit @ € R et soit U, = C* \ {rei“ : r>0}. Alors il existe une détermination du logarithme
dans Uy, notée Log,, qui est donnée par Log,(z) = Log(e!™ ¥2z) + i(a — ), pour tout z € U,

ou Log estla détermination principale du logarithme donnée par la proposition 3.4.
™ V.

Remarque 3.1

1. Dans la proposition précédente, la fonction exponentielle réalise un difféomorphisme
biholomorphe entre U, et V, ={z€C : a—2r <Im(z) < a}. Sa fonction réciproque est
Log,. Notons ici que pour a = 7, on obtient la détermination principale du logarithme,
i.e Log, =Log.

2. Il faut faire attention a la formule In(abd) =Ina +1n b valable dans le cas réel avec a,b > 0.

Cela n’est plus vrai en général pour les déterminations complexes du logarithme.

Les déterminations du logarithme nous permettent de définir les déterminations des racines
niéme. Tout d’abord on définit ce que c’est une détermination de la racine niéme.

Définition 3.3

Soit n = 2 un entier naturel et soit U un ouvert de C. On appelle détermination de la racine
nieme sur U toute fonction continue f : U — C telle que f™(z) = z pour tout z € U.

Il est facile de voir que la détermination de la racine niéme est liée a la détermination du
logarithme. La proposition suivante est une conséquence directe de la proposition suivante :

Proposition 3.5. (Détermination de la racine nieme)

Pour tout entier naturel n = 2, il existe une unique détermination de la racine niéme sur
C* \R™ prenant la valeur 1 pour z = 1. Elle est appelée détermination principale de la racine
nieme et on la note z — z». De plus cette détermination est holomorphe sur C* \R™ et est
donnée par la formule :

Log z 1 iArg z
=e n =|z|lre

1
n

4

, . . . N _ 1 2kmi
Toute autre détermination de la racine niéme sur C* \ R~ est de la forme z»e » pour un

certain k€ Z.

En utilisant le corollaire 3.1, on peut définir d’autres déterminations de la racine niéme sur
d’autres domaines de C.



Chapitre 2

Théorie de Cauchy

1. Intégration sur un chemin

Définition 1.1

Un chemin dans le plan complexe est une application y :[a,b] — C continue et de classe C*
par morceaux. Un lacet est un chemin y :[a,b] — C vérifiant y(a) = y(b) (on dit qu’il est fermé).

Il est important de distinguer un chemin y : [a,b] — C de son image y([a,b]) (que I'on appelle
parfois support de y) qui est un sous-ensemble de C. Par abus de notation on écrira souvent y au
lieu de y([a, b]) pour désigner I'image de 7y.

Définition 1.2

Soit U un ouvert de C et f : U — C une fonction continue. On définit I'intégrale de f sur un

chemin y :[a,b] — U, notée ff(z)dz, en posant :
Y

b
ff(z)dz=[ fiy@®)y' @)dt.
Y a

Exemple 1.1

1. Pour pour tout n € Z, les chemins y,, déefinis par y,(¢) = e te[0,27] ont pour image
le cercle C(0,1) de centre 0 et de rayon 1. Si I'on prend f(z) = L, alors on a f f(2)dz =

Zz0
n

21 . . 2
inf e inttint gy — inf 1dt =2min.
0 0

2. Un segment [A,B] du plan complexe a pour paramétrisation le chemin oy pi(t) =
(1—-t)zp +tzp, t€[0,1], o1 z4 et zp désignent les points d’affixes A et B respectivement.
On peut aussi considérer la paramétrisation inverse donnée par le chemin op 4)(¢) =
tzp +(1-1t)zp, t €[0,1]. Ainsi on peut constater facilement que si f : C — C est continue,
on a f()dz=- f(z)dz.

O[A,B] 0[B,A]
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Dans la pratique I'image d’'un chemin peut étre paramétrée de plusieurs facons. La question
de savoir si I'intégrale d’une fonction sur un chemin dépend de la paramétrisation choisie nous
conduit a la définition suivante :

Définition 1.3

On dit que deux chemins y1 :[a1,b1] — C et y9 : [a2,b2] — C sont équivalents s’il existe une
bijection ¢ : [a1,b1] — [ag,b2] de classe C! vérifiant ¢'(¢) > 0 pour tout ¢ € [a1,b1] telle que
Y1 =72 ¢. En particulier, deux chemins équivalents ont la méme image.

Nous avons la proposition suivante

Proposition 1.1

Soient y; et y9 deux chemins équivalents dans un ouvert U c C et soit f : U — C continue.
Alors on a

ff(z)dzzf f(2)dz.
71 Ye

Exemple 1.2

Les chemins Y1 :[0,27] — C et y2 : [0,7] — C définis par y1(t) = e’ et y2(t) = e sont équiva-
lents. Si 'on considére y2 sur [0,27] au lieu de [0, ] les deux chemins cessent d’étre équiva-
lents.

Remarque 1.1

D’apres la proposition précédente, pour calculer I'intégrale d’une fonction sur un chemin on
peut toujours changer I'intervalle de paramétrisation du chemin quitte a le remplacer par
un chemin équivalent. Dans la suite de ce chapitre on ne fera pas de distinction entre deux
chemins équivalents car les intégrales sur de tels chemins gardent les mémes valeurs.

On introduit maintenant quelques opérations sur les chemins trés utiles dans le calcul des
intégrales :

Définition 1.4

1) Soitent y1 : [0,1] — C et y2 : [0,1] — C deux chemins tels que y1(1) = y2(0). On appelle
chemin concaténé de y; et y9 le chemin noté y; * yo définie sur [0,2] par :

y1(2) sitel0,1]

*yo(t) =
rEr Yo(t—1) site[1,2]

2) On appelle chemin opposé d’'un chemin y :[0,1] — C le chemin noté y~ défini sur [0, 1] par
Y @) =y(1-19).
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Le concaténé de deux chemins y; et y9 a pour image 'union des deux images de y; et yo décrites
en commencant par y; puis y2. Lopposé d’'un chemin y décrit la méme image que y mais dans le
sens inverse.

Remarque 1.2

Dans la définition précédente on suppose les chemins définis sur 'intervalle [0,1]. En fait
on peut toujours définir le concaténé de deux chemins y; :[a,b] — C et y2 :[c,d] — C a condi-
tion que y1(b) = ya2(c). En effet, quitte a les remplacer par des chemins équivalents, on peut
toujours supposer que [a,b] =[c,d]=[0,1]. De méme, on peut toujours définir 'opposé d’'un
chemin y :[a,b] — C quitte a le remplacer par un chemin équivalent pour avoir [a,b] =[0,1].

La proposition suivante nous donne le comportement de I'intégrale par rapport aux opérations
sur les chemins décrites ci-dessus :

o N

Proposition 1.2

Soit U un ouvert de C et f : U — C une fonction continue. Alors :

1. pour tout chemin y dans U, on a

fy f(z)dz = —];f(z)dz

2. pour tous chemins y; et y2 tels que y; * y2 soit bien défini, on a

/ f(x)dz=| f(2)dz+ | f(z2)d=z.
Y1*Y2 Y1

Y2

Définition 1.5

Soit y : [a,b] — C un chemin. On définit la longueur de y, notée /(y), en posant

b
1(y) = f Y (®)\d¢. I

Nous avons la proposition suivante :

a N

Proposition 1.3

Soit U un ouvert de C et f : U — C une fonction continue. Alors on a pour tout chemin y dans
U .

<I(y)sup|f(2)I.

zey

ff(z)dz

Y
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2. Existence locale et globale des primitives

Dans cette section nous allons donner des conditions permettant ’existence des primitives (au
sens complexe) de fonctions continues sur des ouverts du plan complexe.

Définition 2.1

Soit U un ouvert de C et f : U — C une fonction continue. On appelle primitive de f sur U
toute fonction F : U — C holomorphe et vérifiant F'(z) = f(z) pour tout z € U.

Exemple 2.1
1. La fonction f définie par f(z) =z", avec n € Z\ {—1}, admet comme primitive la fonction
z— n—}rlz”” surCsin=0etsur C* sin<0.Sin=-1, elle admet comme primitive la

fonction Log (détermination principale du logarithme vue au chapitre 1) sur C* \ D, ou
D est la demi droite d’équation Im(z) = 0, Re(z) < 0. Comme on I’avait déja signalé au
chapitre 1, la fonction z — % n’admet pas de primitive sur C*.

2. La fonction z — e® admet elle-méme comme primitive sur C.

La proposition suivante, qui est une conséquence directe de la définition, nous donne I'unicité
des primitives a une constante pres :

Proposition 2.1

Soit f une fonction continue admettant une primitive F' dans un ouvert connexe U c C. Alors
toute autre primitive de f sur U est de la forme F' + C, ou C est une constante complexe.

Comme nous allons le voir ci-dessous, 'existence de primitives est liée aux intégrales sur des
chemins. Nous commencons par la propriété fondamentale suivante trés connue dans le cas des
fonctions d’'une variable réelle :

a N\
Proposition 2.2

Soit U un ouvert de C et soit f : U — C une fonction continue admettant une primitive F' sur
U. Alors pour tout chemin y :[a,b] — U, on a

f F()dz = F(y(b)) - F(y(a)).
Y

La proposition suivante nous donne une caratérisation a ’aide des intégrales pour I'existence
d’une primitive d’'une fonction continue sur un ouvert convexe :



Théorie de Cauchy (15

7

Proposition 2.3

Soit U un ouvert de C et soit f : U — C une fonction continue.

1. Si f admet une primitive sur U, alors pour tout lacet y dans U on a

fyf(z)dz =0.

2. Si U est convexe et si pour tout triangle T < U on a f f(z2)dz =0, alors f admet une
oT

primitive dans U.

Ce que l'on entend par triangle dans la proposition précédente est le triangle plein et le bord 0T
désigne I'ensemble des trois c6tés du triangle.

Pour les ouverts connexes du plan complexe vous avons la caractérisation suivante sur I'exis-
tence des primitives :

Théoréme 2.1

Soit U un ouvert connexe de C et soit f : U — C une fonction continue. Alors f admet une

primitive sur U si et seulement si pour tout lacet y dans U, on a f f(2)dz=0.
Y

Exemple 2.2
D’apres le théoréme 2.1, 1a fonction f définie sur C* par f(z) = % n’admet pas de primitive sur
C* (propriété déja vue au chapitre 1) car si 'on prend le lacet y(t) = e, t € [0,27] (cercle unité

paramétré dans le sens usuel), on a f f(z2)dz =2ni #0.
Y

Théoreme de Cauchy

Dans la section précédente nous avons caractérisé des fonctions admettant des primitives sur
un ouvert donné. Nous allons voir dans cette section qu’il s’agit des fonctions holomorphes au
moins dans le cas des ouverts convexes. Commencons par le lemme fondamental suivant :

s

Lemme 3.1. (Lemme de Goursat)

Soit U c C un ouvert et soit f € #(U). Alors pour tout triangle T c U, on a f f(z2)dz=0
oT

e

Remarque 3.1

Le lemme de Goursat reste valable si 'on suppose f € # (U \ {a}) nC*(U) o1 a est un point

de U. En effet, on peut supposer sans perte de généralité que a est I'un des 3 sommets du
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triangle T et appliquer le lemme de Goursat ci-dessus. Le détail de la preuve est proposé
comme exercice.

Le lemme de Goursat a pour conséquence le théoréme tres important suivant :

~

Théoreme 3.1. (Théoreme de Cauchy pour les ouverts convexes)

Soit U c C un ouvert convexe et soit f € #(U). Alors pour tout lacet y dans U, on a

Le théoreme de Cauchy est valable dans des ouverts simplement connexes (voir chapitre 3) qui

sont plus généraux que les ouverts convexes.

4. Formule de Cauchy

Définition 4.1

Soit v : [a,b] — C un lacet et soit a € C\ y. On appelle indice de y en a le nombre complexe,
noté Indy(a), défini par :

1 1
Indy(a) = — f dz.
2mt Jy

Tl 2—Q

Exemple 4.1

Soit v, : [0,27] — C le cercle paramétré par y(t) = Re'™ ot n € Z et R > 0. Alors on a
Ind,, (0) = n.

Proposition 4.1

Pour tout lacet y, 'application a — Ind,(a) est a valeurs entieres (Indy(a) € Z). Elle est
constante sur chaque composante connexe de C\ vy et prend la valeur 0 sur la composante

connexe non bornée de C\y.

Remarque 4.1

Le nombre Ind,(a) décrit le nombre de tours que fait le lacet y autour du point a.
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Proposition 4.2

Pour tout lacet y on a

Ind,-(a) = —Indy(a) pour tout a e C\'y. I

Si y1 et y2 sont deux lacets tels que y1 * yo est bien défini, alors

Indy, +y,(a) = Indy, (a) + Ind,,(a) pour tout @ € C\ y1 * yo. I

Théoréeme 4.1. (Formule de Cauchy)

Soit U c C un ouvert convexe et soit f € A(U). Alors pour tout lacet y dans U et pour tout
aeC\y,ona

f(a)Indy(a)=i, f 2
27t Jy

/2] Z2—a

On en déduit le corollaire tres pratique suivant :

u

Corollaire 4.1

Soit U < C un ouvert et soit f € #(U). Alors pour tout disque fermé D(zqy,r) c U et pour tout
a€D(zg,r),on a

1
fla)= —— f(z)

271 JC(zgr) 2 — 0

dz,

ou C(zg,r) est le cercle de centre z( et de rayon r parcouru une seule fois dans le sens usuel
(contraire aux aiguilles d'une montre).

Remarque 4.2

Le corollaire précédent nous dit en particulier que les valeurs d’une fonction holomorphe sur
le bord d’un disque déterminent ses valeurs a 'intérieur du disque.

La formule de Cauchy a pour conséquence le théoréme tres important suivant sur I'analyticité

des fonctions holomorphes.
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Théoreme 4.2. (Analyticité des fonctions holomorphes)

Soit U un ouvert de C et f € #(M). Soient zg € U et R = dist(zg,C\ U). Alors pour tout
zeD(zo,R),ona:

+00o
@)=Y an(z—z0)",
n=0

1 f()
= — ————dz, rel0,RI.
R Clzo,r) (2 — o)+ 2, 7 €10kl

Remarque 4.3

1. Le théoreme précédent nous dit que toute fonction holomorphe est analytique avec une
précision sur le rayon de convergence de sa série de Taylor au voisinage de chaque point
20 € U. On en déduit d’apres la proposition 2.3 du chapitre 1 que la notion de fonction
holomorphe et fonction analytique sont équivalentes.

2. les coefficients a, dans le théoréeme 4.2 ne dépendent pas de r contrairement a ce que le

laisse apparaitre la formule. En effet, comme la fonction f est analytique on a nécessai-

(n)
a
rement a, = ! nf ).

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théoréme précédent :

Corollaire 4.2. (Formule de Cauchy pour les dérivées)

Soient U un ouvert de C et f € #(M). Soient zg € U et r > 0 tel que D(zg,r) < U. Alors pour
tout a € D(z¢,r) et pour tout n €N, on a

POTLS f f@

2718 Joor) (—a)tl




Chapitre 3

Propriétés des fonctions holomorphes

1. Prolongement des fonctions holomorphes

Dans la suite on notera par D*(a,r) le disque ouvert épointé de centre a € C et de rayon r > 0
défini par D*(a,r) = D(a,r) \ {a}. Le théoréme suivant nous donne une condition pour quune
fonction se prolonge par holomorphie :

Théoreme 1.1. (Théoreme de prolongement de Riemann)

Soit f : D*(a,r) — C une fonction holomorphe et bornée. Alors f se prolonge en une fonction
holomorphe sur D(a,r).

Dans le théoreme précédent on dit que a est une singularité apparente ou éliminable de f.
On verra dans le chapitre 4 qu’il y a d’autres types de singularités “persistantes”. Notons que la
condition “f est bornée” est aussi une condition nécessaire pour le prolongement holomorphe car
un tel prolongement est nécessairement continu.

Exemple 1.1

sinz
z

1. Les fonctions z — f(z) = et z— g(2) = ezz—_l se prolongent en des fonctions holo-

morphes sur C (fonctions entiéres) en posant f(0) = g(0) = 1.
1
z
bornée au voisinage de 0.

2. La fonction z — = ne se prolonge pas en une fonction holomorphe su C car elle n’est pas

2. Principe du maximum

Le principe du maximum est I'une des propriétés trés importantes qui caractérisent les fonctions
holomorphes. Nous commencons par un lemme tres utile :
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Lemme 2.1. (Identité de Parseval)

Soit U c C un ouvert et soit f € #(U). Alors pour tout D(z¢,r)cU, on a

N
Z la,|?r?" = f f(zo+re”)‘ dt,
- 21 o

(n)
ouay,= % En particulier on a, pour tout n € N, I'inégalité dite de Cauchy :

M(r)
<

rn

‘ f™(z)

n!

ou M(r)= sup |f(2).

lz2=2z¢|=r

Avant d’énoncer le principe du maximum, fixons quelques notations. Si U < C est ouvert , on
note par U l'adhérence de U et par U = U \ U la frontiére de U. On notera par C° (ﬁ) I'ensemble

des fonctions continues sur U.

Théoreme 2.1. (Principe du maximum)

Soit U < C un ouvert connexe et borné et soit f € #A(U)N co (ﬁ) Alors |f| réalise son maxi-

mum sur U en un point de dU, i.e il existe zo € dU tel que |f(zo)| = max|f(z)|. De plus si
zeU
ce maximum est atteint en un point de U, alors f est constante, i.e s’il existe z1 € U tel que

|f(21)] = max|f(2)|, alors f est constante.
zeU

Nous en déduisons le corollaire suivant concernant le minimum :

Corollaire 2.1

Soit U = C un ouvert connexe et borné et soit f € #(U) N C° (ﬁ) telle que f(z) # 0 pour tout

z € U. Alors |f| réalise son minimum sur U en un point de U, i.e il existe zo € 0U tel que
|/ (20)l =min|f(2)|. De plus si ce minimum est atteint en un point de U, alors f est constante,

ZE
i.e s’il existe z; € U tel que |f(z1)| =min|f(z)|, alors f est constante.
zeU

Exemple 2.1

1. Soit f € #(D(0,1)) C° (D(o, 1)) telle que £(0) = 1 et [f(2)| > 1 si |z| = 1. En utilisant le
corollaire précédent, on peut affirmer que f s’annule au moins une fois sur D(0,1).

2. Considétrons la fonction f définie sur R? par f(x,y) = (x2 +y2)ex2_y2. En posant z=x+1iy
et g(z) = z%e% , on a f(x,y) = |g(z)|. D’apres le principe du maximum, on a pour tout
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2
R>0, max f(x,y)= max |g(z)|=max]|g(z) =R2e!".
(x,5)€D(0,R) 2eD(0,R) lzI=R

Remarque 2.1

Dans 'espace R? muni d’un repére orthonormé on peut considérer le graphe du module d’une
fonction holomorphe comme une surface dans R3. Le principe du maximum nous dit qu'une
telle surface ne peut pas avoir des sommets en des points intérieurs ; ils ne peuvent se trouver
que sur le bord. En particulier on peut avoir des sommets intérieurs “infinis” qui corres-
pondent a des points ou la fonction n’est pas définie.

3. Théoreme de Liouville

Le theoreme dit de Liouville suivant est 'un des grands théoremes classiques caractérisant les
fonctions entieéres :

Théoréme 3.1. (Théoréme de Liouville)

Soit f : C — C une fonction entiere. Si f est bornée, alors elle est constante.

Comme conséquence nous en déduisons un autre théoréme classique :

Corollaire 3.1. (Théoréeme de Gauss-d’Alembert)

Tout polynéme non constant a coefficients complexes admet au moins une racine complexe.

et le corollaire suivant :

Corollaire 3.2. (Croissance polynomiale des fonctions entieres)

Soit f : C — C une fonction entiére. Supposons qu’il existe C =0 et & € N tels que |/ (z)| < C|z|*

pour tout z € C de module assez grand. Alors f est un polynéme de degré inférieur ou égal a
k.

Exemple 3.1

Soit f : C — C entiére non constante. En utilisant le théoréme de Liouville, on montre facile-
ment que f(C)=C.

4. Zéros des fonctions holomorphes

Une autre propriété importante des fonctions holomorphes est le comportement de leurs zéros.
On commence par une définition :
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Définition 4.1

Soit U un ouvert de C et soit f € A#(U). On dit quun point zg € U est un zéro d’ordre fini de
f si f(z0) = 0 et 8'il existe & € N tel que f*)(z¢) # 0. Dan ce cas le plus petit entier  vérifiant
F®(z0) # 0 est appelé ordre de z( et est noté w(zg). Un zéro qui n’est pas d’ordre fini est dit
d’ordre infini. Ainsi zg est un zéro d’ordre infini de f si et seulement si £f*)(z) = 0 pour tout
keN.

Nous avons le théoréme suivant

Théoréme 4.1

Soit U c C un ouvert connexe et soit f € #(U). Si f admet un zéro d’ordre infini, alors elle
est identiquement nulle sur U. Si z( est un est zéro d’ordre % de f, alors il existe une fonction
g € A(U) vérifiant g(z¢) # 0 telle que f(z) = (z — z0)* g(z) pour tout z € U.

Si f e #/(U), on notera par Z(f) 'ensemble des zéros de f dans U, i.e
Z(f)={z€eU : f(z)=0}.

Le théoreme précédent a pour conséquence les deux corollaires suivants :

Corollaire 4.1. (Principe des zéros isolés)

Soit U < C un ouvert connexe et soit / € /#(U) non identiquement nulle sur U. Alors pour
tout zg € Z(f), il existe r > 0 tel que

Z(f)ND(zp,r) ={z0} . I

et:

Corollaire 4.2

Soit U < C un ouvert connexe et soit / € #(U) non identiquement nulle sur U. Alors pour
tout compact K cU, on a Z(f)NK est fini. En particulier, 'ensemble Z(f) est fini ou dénom-
brable.

Nous terminons cette section par un autre corollaire trés utile dans le prolongement des fonc-
tions holomorphes
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Corollaire 4.3. (Principe du prolongement analytique)

Soit U c C un ouvert connexe et soient f1,f € #(U). Si f1 = fe sur un ouvert non vide
V cU, alors f1 = fo sur U.

Le corollaire précédent nous dit en particulier que si une fonction holomorphe sur ouvert admet
un prolongement (holomorphe) sur un ouvert plus grand et connexe, alors ce prolongement est
unique.

Comptage des zéros des fonctions holomorphes

Dans cette section on va estimer le nombre des zéros de certaines fonctions holomorphes a I'aide
d’intégrales. Dans la suite, lorqu’on compte les zéros d’une fonction dans un ensemble on tient
compte de leurs multiplicités. Ainsi un zéro d’ordre % est compté % fois.

g D

Proposition 5.1

Soit [ € A£(U) avec U un ouvert de C et soit D(z¢,r) c U. Supposons que f(z) # 0 pour tout
z€C(zg,r). Alors

1 f'(z) ,
—f ——dz = Nombre de zéros de f dans D(zg,r).
278 JC(zo,r) f(2)

Comme dans les sections précédentes, on rappelle que le cercle C(zg,r) est paramétré dans le
sens positif et parcouru une seule fois.

Exemple 5.1

42°422
24422+41"

Considérons la fonction f définie par f(z) = Pour r > 0 et r # 1, on calcule grace au
théoréme précédent,

0 sir<l
f f(2)dz =
C(0,r) 8mi sir>1.

Le théoreme suivant nous permet de comparer les nombres de zéros de fonctions holomorphes :

Théoréme 5.1. (Théoréme de Rouché)

Soient f1, fo € #A(U) avec U un ouvert de C et soit D(a,r) c U. Supposons que |f1(z) — fa(2)| <
|f1(2)| pour tout z € C(a,r). Alors f7 et f5 ont le méme nombre de zéros dans D(a,r) (comptés

avec leurs multiplicités).
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Exemple 5.2

Léquation 28 + 3525 + 32 + 2023 + 722 + 2 + 1 = 0 admet 5 solutions dans le disque D(0, 1).

L'une des conséquences du théoréme de Rouché est le corollaire trés important suivant :

Corollaire 5.1. (Théoreme de application ouverte)

Toute fonction holomorphe non constante sur un ouvert connexe de C est ouverte. Plus
précisément, si U est un ouvert connexe de C et f € #(U) est non constante, alors pour tout
ouvert Vc U, f(V) est un ouvert de C.




Chapitre 4

Singularities des fonctions
holomorphes

1. Théoreme de Cauchy pour des ouverts simplement
connexes

Le théoréme de Cauchy vu au chapitre 2 pour les ouverts connexes se généralise a d’autres
ouverts. Pour cela on a besoin de quelques définitions :

Définition 1.1

Soit U un ouvert de C et soient yg,y; : [0,1] — U deux lacets. On dit que 7y et y; sont
homotopes dans U s’il existe une application H :[0,1] x [0,1] — U telle que pour tout ¢ €
[0,1], H(0,t) = yo(t), H(1,¢) = y1(¢) et pour tout s € [0,1], H(s,0) = H(s,1). L'application H
s’appelle homotopie entre yg et y1.

Exemple 1.1

Les deux cercles C(0,1) et C(2,1) (parcourus une seule fois dans le sens usuel) sont homotopes
dans C mais pas dans C*.

Deux lacets sont homotopes dans U lorsqu’on peut “déformer” contintiment 'un des deux pour
obtenir 'autre tout en restant dans U. Cette notion a aussi un sens pour des chemins ayant les
mémes extrémités :

Définition 1.2

Soit U un ouvert de C et soient yg,y1 :[0,1] — U deux chemins ayant les mémes extrémités,
i.e 70(0) =v1(0) et yo(1) = y1(1). On dit que Yo et y1 sont homotopes dans U s’il existe une
application H :[0,1] x[0,1] — U telle que pour tout ¢ € [0,1], H(0,%) = yo(¢), H(1,t) =y1(¢) et
pour tout s €[0,1], H(s,0) =y0(0) et H(s,1) =7yo(1). Lapplication H s’appelle homotopie entre
Yo et y1.




26 Singularities des fonctions holomorphes

Définition 1.3

Un ouvert U c C est dit simplement connexe s’il est connexe et si tout lacet de U est homotope
dans U a un point (lacet constant) de U.

Exemple 1.2

Tout ouvert convexe de C est simplement connexe. Un ouvert privé d'un point n’est pas
simplement connexe.

Remarque 1.1

La simple connexité d’'un ouvert exprime la propriété que 'ouvert est sans “ trous”. Dans
un ouvert simplement connexe U deux lacets quelconques de U sont homotopes dans U. De
méme, deux chemins quelconques de mémes etrémités sont homotopes dans U.

Théoreme 1.1. (Théoréme de Cauchy version générale)

Soit U un ouvert de C et f € A (U). Les trois propositions suivantes sont vraies et équiva-
lentes :

1. Pour tout lacet y dans U qui est homotope & un point dans U, on a f f(z)dz =0.
Y

2. Pour tous lacets y; et Y2 homotopes dans U, on a f()dz=| f(z2)dz.
Y1 Y2

3. Pour tous chemins y; et y2 aux mémes estrémités et homotopes dans U, on a

ff(z)dzzf f(2)dz.
Y1 Ye

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

a N\
Corollaire 1.1. (Théoreme de Cauchy pour les ouverts simplement connexes)

Soit U un ouvert simplement connexe de C et f € #(U). Alors pour tout lacet y dans U on a

f f(z)dz =0.
Y
™

2. Classification des singularités

Définition 2.1

On dit que a € C est une singularité d’une fonction f s’il existe r > 0 tel que f € #(D*(a,r)),
ou D*(a,r)=D(a,r)\{a}. On dit que cette singularité est :

1. apparente (ou éliminable ou éffacable) si f se prolonge en une fonction holomorphe sur
D(a,r).
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2. un pole si ;i_r)rtlzlf(z)l =+00

3. essentielle si pour tout r >0, f(D*(a,r)) est dense dans C, i.e s f(D*(a,r))=C.

Exemple 2.1
1. 0 est une singularité apparente pour la fonction z — 7=,
2. 0 est une singularité essentielle poour la fonction z — e:.

3. 0 est un péle pour la fonction z — %

Le théoréme suivant nous dit que toute singularité est de I'un des trois types décrits dans la
définition précédente :

Théoreme 2.1. (Classification des singularités)

Soit f € #(D*(a,r)). Alors une et une seule des trois propriétés suivantes est vérifiée :

1. a est une singularité apparente pour f.

2. a est un pole pour f. Plus précisément, ils existent 2 e N*, a1,---,ap € C avecap #0 et
g € #£(D(a,r)) tels que

k

f(z)= Z @ a;)j + g(z), pour tout z€ D*(a,r).
(e -

3. a est une singularité essentielle pour f.

Remarque 2.1

Lorsque a est un péle pour f, 'entier £ donné par le théoréme précédent s’appelle 'ordre du

pole. On peut vérifier facilement en utilisant le théoréme 2.1 que a est un pdle d’ordre & pour
h(z)
(z—a)k s

f si et seulement §’il existe une fonction 2 € #(D(a,r)) avec h(a) # 0 telle que f(z) =
pour tout z € D*(a,r).

Définition 2.2

On dit qu'une fonction f est méromorphe sur un ouvert U c C s’il existe A c U fermé et discret
tel que
1. feAUN\A).

2. Tout élément a € A est un pole pour f.

On rappelle qu'un ensemble A c C est dit discret si tous les élément de A sont isolés. Autrement
dit, pour tout a € A, il existe r > 0 tel que D(a,r)NnA ={a}.
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Exemple 2.2

Toute fraction rationnelle f = g, P,Q € C[X], est une fonction méromorphe sur C.

Dans la suite on notera par .4 (U) ’ensemble des fonctions méromorphes sur U. On a la propriété
tres importante suivante :

Proposition 2.1

L'ensemble .#(U) muni de 'addition et multiplication usuelles des fonctions est un corps. En
particulier, si f € #(U), on a % e HMU).

3. Séries de Laurent

Soient 0 < R < Ry < +o0o. On appelle anneau de rayon R et Ry (de centre 0) 'ensemble noté
A(R1,R5) défini par
A(R1,R9) = { zeC : Ri<|zI<Ry }

Ainsi A(0,R)=D*(0,R) et A(0,+00) =C*.

Définition 3.1

On appelle série de Laurent dans 'anneau A(R1,R32) toute série de la forme
Z a2 = Z a_pz "+ Z a,z"
nez n=1 n=0

telle que

1. Z a,z" est convergente dans le disque D(0,R3)

n=0

2. Z a_,w" est convergente dans le disque D (0, R%)
n=1

Remarque 3.1

Il est facile de voir que si Z a,2" est une série de Laurent dans 'anneau A(R1,R3), alors
nez
elle est normalement convergente sur tout compact K < A(R1,R2).

La proposition suivante nous dit que la somme d’une série de Laurent dans un anneau est une
fonction holomorphe dans cet anneau que les coefficients de la série de laurent sont déterminés
par sa somme :
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Proposition 3.1

Soit Z a,z" une série de Laurent dans 'anneau A(R1,R3) et soit f sa somme. Alors f est
nez
holomorphe sur A(R1,R3) et 'on a la formule

1 f(Z)d 1

== 2=
271 Joo,r) 27+ 2rxr™ Jo

2 ) .
an f(re’)e "™ dt, pour tous n€Z et r €]R1,Rol.

En particulier, on a

a_1= f f(z2)dz, pour tout r €]R1,Rol.
C(o,r)

Nous allons montrer 'inverse de la proposition précédente, & savoir, une fonction holomorphe

dans un anneau admet un développement en série de Laurent. Nous commencons par montrer la

proposition suivante :

~

Proposition 3.2. (Formule de Cauchy dans un anneau)

Soit f € #(A(R1,R2)) et soient Ry <ri <rg <Rj. Alors pour tout z € A(r1,r2), on a

_ 1 f(w) 1 fw)
f(2)= j; dw ]; dw.

2ni Jeo,ry) w—2 2ni Jeorpyw—=2

Nous en déduisons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1

Soit f € #(A(R1,R2)). Alors f admet un unique développement en série de Laurent sur
A(R1,R9):
F@)= Y an",

nez

ou les @, sont donnés par

1 f(Z)d 1

27 . .
= — z= (re'ye " d¢,
27i Jew,r) 2™ 2ar® Jo f

an

avec R{ <r <Ry quelconque.

Exemple 3.1

2

. . 1 [
La série de Laurent de la fonction z — z“e= est donnée par

2 " .

1 2
—+z+2z°+ ——, z€C
2 a1 (n+2)!

4. Théoreme des résidus

On commence par une définition :
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Définition 4.1

Soit f € #/(D*(a,R)), avec R > 0, et soit

f@)=) anz"
nez
son développement en série de laurent. On appelle résidus de f en a le coefficient a_;. On
écrit
Res(f,a)=a_;.

On a la premiére caractérisation du résidu :

Proposition 4.1

Soit f € #(D*(a,R)). Alors on pour tout 0<r <R :

1
Res(f,a) = — f(2)dz.
271 Je,r)

On en déduit le théoréme tres important des résidus :

Théoréme 4.1. (Téoréme des résidus)

Soit U un ouvert de C et soit y un lacet de U homotope a un point. Soient a1,---,a, €U et
feAU\{ai,---,a,}). Alors on a

ff(z)dz =271 Z Res(f,a) Indy(ap).
Y k=1

Vue I'importance des résidus, il serait utile de savoir les calculer pour certaines fonctions :

Proposition 4.2

Si f admet un poéle simple (d’ordre 1) en a, alors

Res(f,a) = ;i_r%(z —a)f(2).

Plus généralement si @ est un pole d’ordre % pour f et si on pose g(z) = (z —a)* f(2), alors

g(k—l)(a)

Res(f,a) = W

Le theoréme des résidus s’avere tres utile dans le calcul de certaines intégrales réelles .
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Exemple 4.1

En utilisant le trhéoréme des résidus, on peut calculer

+00 1 T
oy dx=——F.
—co 1+x nsing-

et

27 |
on __m (@2n)
fo cos“"t dt = ool _(n!)2 .
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