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Intégrale de Riemann

1. Subdivision d’un intervalle

Dans toute la suite, [a,b] désignera un segment (intervalle compact) de la droite réelle.

Définition 1.1

Une subdivision de [a,b] est une suite réelle finie S = (xg,---,x,) telle que

a:x0<x1<-~-<xn_1<xn=b.l

Le nombre sup |x;+1—x;| s’appelle le pas de la subdivision S et est noté 6(S).
0<isn-1

Lorsque les intervalles [x;,x;.1] ont tous la méme longueur, on dit que la subdivision S est
réguliére. Dans ce cas, on a pour tout i =0,---,n :

xi:a+%(b—a)l

b_
et le pas de S vaut ><.

L'ensemble de toutes les subdivisions de I'intervalle [a, b] sera noté :

2. Sommes de Darboux

Soit f :[a,b] — R une fonction bornée .

Définition 2.1

On appelle somme de Darboux supérieure de f par rapport a une subdivision S de [a,b]
le nombre, noté X(f,S), défini par

n—-1

Z(fys) = Z(xi+l _xi)Mi’
=0

ou M;= sup f(x). De méme, on définit la somme de Darboux inférieure, notée o(f,S),
XiSXSXj+1

en posant :




n-1
o(f,8) =) (xiv1—x))m;,

1=0

ou m; = inf f(x).
X;SXSXj4+1

Remarque 2.1

1. Le sommes de Darboux sont bien définies car la fonction f est bornée. On vérifie immé-
diatement que I'on a

(b-a) inf f@)<0o(f,)<L,S<(b~a) sup f&)

asxS a<x<b

pour toute subdivision S de [a,b].

2. On peut également montrer ( moins évident!) que pour toutes subdivisions S et S’ de
[a,b], on a
a(f,S) < Z(f,8).

3. Intégrabilité au sens de Riemann

Définition 3.1

Soit f :[a,b] — R une fonction bornée. On dit que f est Riemann-intégrable ( ou intégrable
au sens de Riemann ) si

inf 2(f,S)= sup o(f,S).

SeAap SeAap

Dans ce cas on définit I'intégrale de Riemann de f sur [a,b] par

b
ff(x)dx:: inf X(f,S)= sup o(f,S).

&%,I,b] Seﬁa,b]

Exemple 3.1

Toute fonction en escalier f : [a,b] — R est Riemann-intégrable. De plus si f(x) = a; sur
la;,a;1lavecag=a<---<a, =b, alorson a

b n-1
f f)dx= ) ai(@iri—a;).
a i=0

Le proposition suivante donne un critére qui caractérise les fonctions Riemann-intégrables :



p
Proposition 3.1

Soit f :[a,b] — R une fonction bornée. Alors f est Riemann-intégrable si et seulement si pour
tout € > 0, il existe une subdivision S, de [a,b] telle que

2(f,Se)—o(f,Se)<e. I

La proposition précédente a pour conséquence le corollaire suivant qui montre «la densité » des
fonctions en escalier dans I'ensemble des fonctions Riemann-intégrables.

~ D

Corollaire 3.1

Soit f :[a,b] — R une fonction Riemann intégrable. Alors pour tout € > 0, il existe une fonction
en escalier f; :[a,b] — R telle que

b
f If(x)— fe(x)ldx < €.

Notons par Z([a,b]) le R-espace vectoriel de toutes les fonctions réelles définies sur [a,b] et
notons par Z([a,b]) le sous-ensemble de Z([a,b]) constitué des fonctions Riemann-intégrables.
Alors on a la proposition suivante :

o N

Proposition 3.2

Z([a,b]) est un sous-espace vectoriel de F([a,b]). De plus, on a les propriétés suivantes :
1. Z(la,b]) est stable par passage a la valeur absolue, i.e, si f € Z([a,b]), alors |f| €
b b
A(la,b]) et 'on a f f(x)dx s[ |f(x)|dx.
a a

b
2. Tapplication L : Z([a,b]) — R définie par L(f) = f f(x)dx est linéaire, i.e pour toutes

a

b b b
f,e€cZ(a,b) et L,ueR, on a f Af(x)+ pg(x))dx = /1[ fx)dx+ ,u[ gx)dx.

b b
3. Tapplication L : Z([a,b]) — R définie par L(f) = f f(x)dx es teroissante, i.e f fx)dx <

b
f glo)dx si f<g.

On a le théoréme fondamental suivant :



Théoréme 3.1

Toute fonction f continue sur [a,b] est Riemann-intégrable sur [a,b]. De plus, la fonction
X

F :[a,b] — R définie par F(x) :/ f(&)dt est une primtive de f.

a

Corollaire 3.2

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a,b].

Exemple 3.2

Considérons la fonction f :[0,1] — R définie par

f(x):{l si x€[0,11nQ

0 sinon.

On peut vérifier facilement que pour toute subdivision S de [0,1],on a a(f,S)=0 et X(f,S)=
1. On en déduit que f n’est pas Riemann-intégrable.

Remarque 3.1
1. Soit f € Z([a,b]). On peut vérifier (voir exercices) que pour tout c¢ € [a,b], [ |[a o €

b c b
Z(la,c)), f|[c’b]€%([c,b]) et f f(x)dx:f f(x)dx+f fx)dx.

2. En utilisant le corollaire 3.1, il est facile de voir que I'ensemble des fonctions continues
est dense dans ’ensemble des fonctions Riemann-intégrables dans le sens suivant : si
f € Z(la, b)), alors pour tout € > 0, il existe [ :[a,b] — R continue telle que

b
f |f(x)— fe(x)|dx <e.

4. Sommes de Riemann

Soit f :[a,b] — R une fonction bornée et pour tout n € N, soit S = (xg,x1,---,%,) une subdivision de
[a,b].

Définition 4.1

On appelle somme de Riemann de f par rapport a S toute somme de la forme :

n-1
Y (ir1—x3)f (i)

i=0

ou (cg,---,cn—1) est une suite finie de réels telle que x; < c¢; < x;+1 pour tout i =0,---n—1.
Une telle somme ets notée Z(f,S).




Nous avons le théoréme tres important suivant

Théoréme 4.1

Pour tout n €N, soit S, = (x0,,%1,n,"**,%n,n) une subdivision de [a,b] telle que 6(S,) T 0.

—+00
Alors pour toute fonction f Riemann-intégrable sur [a,b] et pour toute somme de Riemann
R(f,S,) de f par rapport a S,,,on a :

b
nl—i»IPooR(f’S”) = f f(x)dx.

Ce théoreme est utilisé dans le calcul de limite de certaines suites. Il est appliqué généralement
avec une subdivsion réguliére d’'un intervalle [a,b]. Plus précisément, nous avons le corollaire

suivant :

q "

Corollaire 4.1

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors on a

] b-aqn-l i b
nl_l’I_Poo - i;)f(a+;(b—a))=fa fx)dx.

5. Exercices

Exercice 5.1

Montrer que toute fonction monotone sur [a,b] est Riemann-intégrable sur [a, b].

Exercice 5.2
Soit f € Z([a, b]).
1. Montrer que pour tout [a, 8] < [a,b], on a f|[a 1€ Z([a, BD).

b c b
2. Montrer que pour tout c € [a,b], on a f f(x)dxzf f(x)dx+f f(x)dx.

Exercice 5.3

Démontrer le corollaire 3.1 (en utilisant le théoréme fondamental 3.1).

Exercice 5.4

Montrer qu'une fonction f bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable sur [a, b] si seulement si
pour tout € > 0, il existe une subdivision S, de [a,b] telle que Z(f,S:)—o(f,S.) <e.




Exercice 5.5

Montrer que si f est Riemann-intégrable sur [a,b], alors il en est de méme pour |f|. Que
pensez-vous de la réciproque ?

Exercice 5.6

Calculer les limites suivantes

lim ; lim — ;  lim —— VE.
n—>+ook§:l n2 + k2 n—>+oo]§ln+k n—+oo n\/ﬁkg:l

Exercice 5.7

Calculer les limites suivantes

1
2 n pn 1 n 1
lim <" ; lim ) —,avec peN" ; lim ) .
n—+oo| n n—»+ook:1k n—+oo = VE+n)1+Ek+n)

Exercice 5.8

Soit f une fonction continue strictement positive sur [0, 1]. Montrer que

1 1
f log f(x)dx <log (f f(x)dx) .
0 0

Exercice 5.9

Soit f :[a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Montrer que

b b
ff(x)dxzf fla+b-x)dx.

En déduire la valeur de l'intégrale suivante

. .
xsinx
[ g,
0o l+cos*x
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