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Feuille 1 - Sommes de Riemann

Rappel : e Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle compact [a, b] de R ; soit
o= (xg = a,zy,...,r, = b) une subdivision quelconque de cet intervalle; et, pour chaque
i =1,2,...,n soit & un point de lintervalle fermé [z;_1,z;]. A ces données on attache la

somme de Riemann
n

S(fa g, 517 s agn) = Z(xl - xz—l)f(gl) :
i=1
e Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il existe une subdivision o de [a, b] telle
que f soit constante sur chacun des intervalles ouverts |x;_1, z;[ (méme notation que dans le
point précedant). Une fonction en escalier prend un nombre fini de valeurs.
e pour une telle fonction, son intégrale sur [a, b] est définie par

b n
/ f(@dl" = Z(% —xi-1)fi

ou f; est la valeur constante de f sur Uintervalle |z;_, x;].
e Soit f une fonction continue et soit o, la subdivision o, = (¢ = a,21 = a + l’%,xg =

a+20 = b). Alors [0 f(z)de = limy, e S(f, 00, &1, -, En)

Exercice I : Soit f la fonction définie sur [0, 4] par

-1 st z=0
1 si O<axxl
flz) = 3 si z=1

-2 s1 I<x<2
4 s1 2<x<4

Vérifier que f est une fonction en escalier. Donner deux subdivisions o et ¢’ adaptées a f.
Montrer que f04 f(z)dz ne dépend pas du choix de o et ¢’ et calculer sa valeur.

Exercice II : (a) Arranger de deux fagons différents la somme >, (k + 1)* — &®.
(b) En déduire une expression simple de la somme des n premiers carrés.
(c) Déduire du point précédent fol r?dx

Exercice III : On considere la fonction f(x) = 23 sur [0, 1]. On se propose de calculer laire
A comprise entre le graphe de f et 'axe des x sur 'intervalle [0, 1].

(a) Dessiner le graphe de f sur [0, 1].

(b) Découper [0,1] en n sous-intervalles de taille 1/n. Puis sur chaque segment |
dessiner les rectangles de hauteurs (k/n)? et k/(n + 1))3 respectivement.
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(c) Que représente les sommes s, et S, ?

(d) Montrer par récurrence sur n que

Sp =

Sl— 3+

P+2 4. 40 = (
(e) Calculer explicitment s,, et S, et en déduire l'aire A.

Exercice IV : Montrer que la somme, la multiplication par un scalaire et le produit de deux
fonctions en escalier sont des fonctions en escalier.

Exercice V : (a) Comprendre pourquoi pour une fonction f continue, on a

n—oo N,

lim lZf(k/n):/o flz)dz .

(b) Quelle est la limite de la somme suivante quand n tend vers 400 ?

1 z”: 1

Z =

n —1 1 + n
(c) On se donne un nombre réel a > 0. Montrer que la suite

IR A
)
k=1

est une suite convergente et calculer sa limite.

Exercice VI : On considere la suite dont le terme général u,, est donné par

1 n
g Do

Montrer que u,, est une suite convergente et calculer sa limite de deux facons différentes. En
1 1
déduire [, e“dx.



