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Feuille 5 - Intégrale de Lebesgue

Exercice I : Soient X un ensemble et ¢ un élément de X. On note §, la mesure de Dirac
en a sur (X,P(X)). On rappelle que, pour toute partie A de X,

1 sia€ A
0a(A) = { 0 sinon

1) Quelles sont les applications f : X — R qui sont mesurables?

2) Soit f une application de X dans R. Montrer 1'égalité

thd%sz)

dans chacun des cas suivants :
(i) Lorsque f est I'indicatrice d'une partie de X.
(ii) Lorsque f est une fonction simple positive.
(iii) Lorsque f est une fonction positive.

(iv) Lorsque f est une fonction intégrable. (On commencera par préciser quelles sont
les fonctions intégrables.)

Exercice II : On considere (N*, P(N*)) muni de la mesure de comptage (.

On pose, pour tout n > 1, f, := %H{1727_“7n}.

Vérifier que la suite (f,,), > 1 converge uniformément vers 0 sur N*. Que vaut lim fndp?
n—oo [

Exercice III : Soient (X,7,u) un espace mesuré et g : X — [0,400] une application
mesurable.
1) Montrer que I'on définit une nouvelle mesure v sur (X,7) en posant :

v(A) = / gdp , pour tout A dans 7 .
A

2) Montrer que f est élément de £1(X,7,v) si, et seulement si, fg est dans L1(X, 7, ) et

que, dans ce cas,
[ rav= [ roan.
X X



Exercice IV : Soient (X, A, ) un espace mesuré, (Y, 3) un espace mesurable et 7': X — Y
une application mesurable.
On définit v sur B en posant : v(B) = u(T~*(B)) pour tout B dans B.

1) Montrer que v est une mesure sur (Y, B).

La mesure v ainsi définie est appelée mesure image de p par T et est notée dans la suite
Hr-

2) Montrer qu'une fonction f : Y — R est intégrable pour pr si, et seulement si, f o T est
intégrable pour u et que, dans ce cas, on a :

/deMT:/XfOTdM-

(On pourra commencer par vérifier cette égalité pour les indicatrices de parties mesurables,

)

Exercice V : Soit f, : [0,1] — [0,1], n € N, une suite de fonctions continues telle que

Vrel0,1], lim f,(z)=0.

n—-+o0o

Montrer que

lim /1 fo(z)dx=0.
0

n—-+o0o

Exercice VI : Etudier I'intégrabilité au sens de Lebesgue sur R des fonctions suivantes :

x+a® sin(z) sin(x)
=5 Dol (?) ; ———— Tjo 00((7) ; — P T ee(7) ;
T — Tt j0,00[(Z) 5 X S 10,00[(Z) x»—>$3/2(1+x> 10,00[(2)
cos(z) e v’ e—'?

— —\/E ]I]o,oo[(x) ; T — . H]gpo[(iﬁ) L \/E I[]O,Oo[(x) ;

+o0 n2$2
= T o(®) = Lo yoof(®) 5 = 2lpipolr); z+— ZGXP(— B ) Mool () -

n=1

Exercice VII : Construire une fonction f continue, positive et Lebesgue-intégrable sur R
telle que

li = .
gD oy S (1) = o0

Exercice VIII : Calculer les limites suivantes :
400 e—:c/n 1

lim dr;  lim z" cos(nz) dx .
n—+oo 1+2x2 n—+oo [




Exercice IX :

1) Donner un exemple d’une suite décroissante de fonctions mesurables positives (f,)n >0
définies sur un espace mesuré (X, A, i) telle que

Jim /X fndp # /X Jm fodp

2) Montrer que si (f,)n >0 est une suite décroissante de fonctions mesurables positives
définies sur un espace mesuré (X, A, p) et si f est intégrable alors

lim /fndu:/fdu.
n—-4o00 X X

avec f = lim, . fn.

Exercice X : Soit (X, A, i) un espace mesuré. Montrer que si f est élément de L'(X) alors

lim /!f!ﬂ{f|>n}du:o et lim nu({|f] >n})=0.
X n—-+o0

n—-+oo

Exercice XI : Montrer que les limites suivantes existent et les calculer

7r/2 1 1 —+o00
lim ————dr; lim (e* cos(z))/"dx;  lim (sinz)"e "dx ;
n—oo J 1+ntanz n—+oo [ n—+oo Jq

n n 1

lim (1 + z) e ?dx;  lim (1 — z) eVPdr;  lim e dx .
0 0

n—+00 n n—-+00 n n—-+oo 0

Exercice XII : En utilisant le théoreme de convergence dominée, montrer que, pour tout

nombre complexe z, on a :
z n

lim (1—1——) =e*.
n

n—-+o0o

Exercice XIII : En utilisant le théoreme de convergence monotone, montrer que

n(2)=>" =

—~n+ 1
Exercice XIV : Montrer que les fonctions
+00 +oo )
f(z) = Z vn e Mo 1oof(z) et g(z)= Z(_l)ne_n “Mo,00((7)
n=1 n=1

sont bien définies sur R, mesurables et discuter leur intégrabilité.



Exercice XV : Montrer les égalités

X 4 L <3 1
——dr = = ; /e’“" dx = —_;
;/0 (1 +a2)" 3 0 nzzon!(znﬂ)

+oo +oo +oo s +o0
x 1 sin(x) 1
/o w1 ;Tﬂ’ /0 w1 nz::ln2+1

Exercice XVI : Soit (f,),>1 une suite de fonctions mesurables de R dans R.

1) Montrer que si (f,), > 1 converge p.p. vers une fonction f et s’il existe une constante
C > 0 telle que

Vn>1, /|fn\du<C
R

alors f appartient & £}(R).

2) Montrer que la suite (f, = n o1 /5))n > 1 converge p.p. vers une fonction f (que I'on
déterminera), qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Vn>1, /\fn\duéC
R

et que

73&4&@#4Nw

3) Soit (fn)n >0 une suite de fonctions de R — R qui converge p.p. vers une fonction
f. Montrer que si les fonctions f,, et f sont dans £'(R) et si

lim /IfnldM=/|f|du
n—+oo Jp R

lim /|fn—f|d,u:O et lim /fndu:/fdu.
n—-+o00 R n—-+00 R R

(Indic : on pourra considérer la suite de fonctions hy, == |ful +|f| = |fu — fl, n = 1.)

alors

Exercice XVII : On considere la suite de fonctions (f,), >1 définie par
fn(lU) =—-n ]I[;,z] .

Montrer que (f,) converge p.p. vers une fonction f intégrable (que 'on déterminera).
Peut-on appliquer le lemme de Fatou ?



