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Loi forte des grands nombres

On donne dans cette note deux démonstrations classiques de la loi forte des grands nombres.

Théorème 1. Soit
(

Xn

)

n>0
une suite de variables alétaoires indépendentes, identiquement dis-

tribuées. Posons

Sn = X1 + · · · +Xn

et supposons E
[

|X1|
]

< ∞. Alors Sn

n
converge presque surement vers E

[

X1

]

.

Comme les parties positives et négatives de Xn satisfont les memes hypothèses que Xn il
suffit de démontrer le résultat dans la cas ou Xn est positive, non identiquement nulles. On note
X une variable aléatoire de meme loi que les Xn. On désigne dans le cours des calculs par c une
constante dont la valeur importe peu, et qui peut changer d’une occurance à une autre.

Première démonstration. La première démonstration fait appel à la notion de tribu inva-

riante d’une suite quelconque
(

Zn

)

n>1
de variables aléatoires :

Inv(Z•) =
⋂

n>1

σ
(

Zk ; k > n
)

.

On la suppose définie sur l’espace Ω = RN des suites a valeurs réelles, muni de sa tribu produit
F ; la variable aléatoire Zn est alors définie par la formule Zn(ω) = Zn(ω1, ω2, . . . ) = ωn. Un
événement invariant A ne dépend d’aucun nombre fixé de variables Z1, . . . , Zn, quel que soit
n > 1 ; aussi ω = (ω1, ω2, . . . ) appartient-il a A si et seulement si (ωn, ωn+1, . . . ) ∈ A, quel que
soit n > 1. Des exemples typiques sont

{

Z• converge
}

=
{

ω ∈ Ω ; ω• converge
}

ou bien
{

lim sup
n

Z1 + · · ·+ Zn

n
> α

}

;

par contre, l’événement
{

lim sup
n

(Z1 + · · ·+ Zn) > 0
}

n’est pas invariant. Voyez-vous pourqoi ? Noter que quelles que soient les constantes a, b, on a
Inv(a+ bZ•) = Inv(Z•) – pouvez-vous le justifier ?

Des probabilités différentes sur (Ω,F) assignent évidemment des valeurs potentiellement diffé-
rentes aux évévenements invariants, comme a tous les autres événements d’ailleurs ! Construisons
par exemple une probabilité Q sur (Ω,F) en disant que Q(X1 = ±1) = 1

2
, et que si X1 = 1 alors

tous les Xn, n > 2, sont nuls, et si X1 = −1, alors Xn = n, pour n > 2. Pour une telle constuc-
tion, la Q-probabilité de l’événement invariant

{

Z• converge
}

vaut 1
2
. Si par contre on construit

une probabilité P sur (Ω,F) qui rend les Zn indépendantes, la loi du 0−1 de Kolmogorov affirme
que tout événement invariant a une P-probabilité égale a 0 ou 1.
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Démonstration – Rappelons qu’on ne perd rien a supposer les Xn positifs. Il s’agit de dé-
montrer que l’événement invariant

Aαβ :=
{

lim inf
Sn

n
6 α < β 6 lim sup

Sn

n

}

,

défini pour 0 6 α < β quelconques, est de probabilité nulle. (Montrez en quoi cela permet

de conclure.) On va s’appuyer pour cela sur le lemme suivant.
Lemme 2 (Inégalité maximale de Hopf). Soit Z• =

(

Zn

)

n>0
une suite i.i.d. de variables

aléatoires intégrables ; posons Σn = Z1 + · · · + Zn, et désignons par A un événement de la

tribu invariante de Z•. On a

E
[

Z11A∩{lim supΣn>0}

]

> 0.

Admettons un instant cette inégalité et appliquons-la à la suite Zn = 2α+β
3

−Xn et l’événe-
ment invariant (pour Z• comme pour X•) Aαβ introduit ci-dessus, qui se ré-écrit

Aαβ =

{

lim inf
Σn

n
>

β − α

3
> 0

}

∩

{

β 6 lim sup
Sn

n

}

⊂
{

lim supΣn > 0
}

.

Cela donne E

[(

2α+β
3

−X1

)

1Aαβ

]

> 0, soit

E
[

X11Aαβ

]

6
2α+ β

3
P
(

Aαβ

)

.

Si on l’applique aussi aux Zi =
2β+α

3
−Xi, on obtient cette fois-ci

E
[

X11Aαβ

]

>
2β + α

3
P
(

Aαβ

)

.

Comme X1 est positive, non-identiquement nulle, et 2β+α
3

> 2α+β
3

, les deux inégalités ci-
dessus ne peuvent avoir lieu simultanément que si P

(

Aαβ

)

= 0.

Il reste à montrer le lemme. On introduit pour cela les notations Σ∗
n = max16k6nΣk, et

Σ2,n = X2 + · · ·+Xn et Σ∗
2,n = max26k6nΣ2,k, pour n > 2. Observons alors que

Σ∗
n+1 = Z1 +

(

Σ∗
2,n+1

)+
,

si bien que

E

[

Z11A∩{Σ∗

n+1
>0}

]

= E

[

(

Σ∗
n+1

)+
1A

]

− E

[

(

Σ∗
2,n+1

)+
1A∩{Σ∗

n+1
>0}

]

> E

[

(

Σ∗
n+1

)+
1A

]

− E

[

(

Σ∗
2,n+1

)+
1A

]

> E

[

(

Σ∗
n+1

)+
1A

]

− E

[

(

Σ∗
n

)+
1A

]

> 0.

(1)

On a utilisé le fait que l’événement A est invariant pour dire que

E

[

(

Σ∗
2,n+1

)+
1A

]

= E

[

(

Σ∗
n

)+
1A

]

,

et e fait que les suites Σ∗
n et

(

Σ∗
n

)+
sont croissantes. On conclut par convergence monotone

en prenant la limite n → ∞ dans le membre de gauche de l’inégalité (1) ci-dessus. ✄
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L’argument donné ci-dessus prouve en fait un résultat plus fort que la loi forte des grands
nombres, le théoreme ergodique de Birkhoff.

Deuxième démonstration. La deuxième démonstration, due a Etemadi, repose sur deux re-
cettes : tronquer et regarder une sous-suite en utilisant la monotonie de la suite Sn (puisqu’on
peut supposer les Xn positifs !), ainsi que l’usage des inégalités de Tchébychev et du lemme de
Borel-Cantelli comme outils techniques.

Démonstration – Posons

Yi = Xi1Xi6i et Sn = Y1 + · · ·+ Yn.

Comme
∑

i>1

P
(

Yi 6= Xi

)

=
∑

i>1

P(Xi > i) =
∑

i>1

iP
(

i 6 X < i+ 1
)

6
∑

i>1

E
[

X1i<X6i+1

]

6 E[X] < ∞,

les suites
(

Yn

)

n>1
et

(

Xn

)

n>1
ne diffèrent presque sûrement que par un nombre fini de termes,

d’après le lemme de Borel-Cantelli ; aussi la loi forte des grands nombres est-elle équivalente
à montrer que Sn

n
converge presque surement vers E[X]. On va d’abord démontrer le résultat

pour une sous-suite. Etant donné α > 1, posons kn =
[

αn
]

et regardons comment se comporte
Skn

kn
.

a) On a d’une part E

[

SN

N

]

6 E[X], pour tout N , et pour chaque 2 6 n 6 N , l’inégalité

SN

N
>

Sn−1

N
+

∑N
i=nXi1Xi6n

N
,

dont on tire

E

[

SN

N

]

> oN (1) +
N − n

N
E
[

X1X6n

]

,

et donc la convergence de E

[

SN

N

]

vers E[X] en envoyant N puis n vers ∞. (Cela nécessite

l’introduction d’une limite inférieure pour être fait proprement.)

b) On a d’autre part, pour tout ǫ > 0, d’après l’inégalité de Tchébychev,

∑

n>1

P

(
∣

∣

∣

∣

Skn

kn
− E

[

Skn

kn

]
∣

∣

∣

∣

> ǫ

)

6 c
∑

n>1

VarSkn

k2n
= c

∑

n>1

1

k2n

kn
∑

i=1

Var
(

Yi

)

6 c
∑

i>1

Var
(

Yi

)

∑

n ; kn>i

1

k2n
6 c

∑

i>1

E
[

Y 2
i

]

i2

6 c
∑

i>1

1

i2

i−1
∑

k=0

E

[

X2
1k6X<k+1

]

6 c
∑

k>0

1

k
E

[

X2
1k6X<k+1

]

6 c
∑

k>0

E

[

X1k6X<k+1

]

= cE[X] < ∞.
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Le lemme de Borel-Cantelli nous dit donc que
Skn

kn
−E

[

Skn

kn

]

converge presque surement vers

0, et donc que
Skn

kn
et

Skn

kn
, convergent presque surement vers E[X], d’après le point a).

c) On utilise pour conclure le fait que puisque les Xn sont positifs, la suite Sn est croissante,
si bien qu’en encadrant chaque n par kp 6 n 6 kp+1, on a

kp

kp+1

Skp

kp
6

Skp

kp+1

6
Sn

n
6

Skp+1

kp
6

kp+1

kp

Skp+1

kp+1

ce qui donne les inégalités presque sures

1

α
E[X] 6 lim inf

Sn

n
6 lim sup

Sn

n
6 αE[X].

La conclusion lim inf Sn

n
= lim sup Sn

n
= E[X], provient de ce que l’inégalité ci-desssus a lieu

quel que soit α > 1. ✄

On peut aussi obtenir la loi forte des grands nombre comme corollaire du théoreme de conver-
gence des martingales rétrogrades et de la loi du 0-1 de Kolmogorov.
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