Intégration : de Cauchy a Lebesgue en ligne droite
Pour z=(21,...,24) € R? on note |z| =max (|z1],...,|z4|) et on pose B(r)={z € R%;|z|<r}.

1 Intégrale de Cauchy

On note KC(IRY) I'ensemble des fonctions continues & support compact. Cette classe de fonction a
une propriété intéressante.

1. Proposition (Dini) — Soit (f,) une suite de fonctions continues toutes a support dans un
méme compact K C RY. Si (f,) décroit simplement vers une limite f continue alors la suite
converge uniformément vers f.

Démonstration — Les fonctions f,, et f étant continues, pour chaque € > 0 les ensembles fermés
{fn— f > €} du compact K sont tous compacts. Puisque la suite de fonctions ( f,, — f) décroit ces
ensembles compacts décroissent aussi. L’hypotheése signifie que leur intersection est vide. Il s’ensuit
qu’une intersection finie de ces ensembles est déja vide. En d’autre termes il existe un entier n(e) tel
que f,— f <e pour tout n >n(e). O

On définit l'intégrale de Cauchy de f € K(R?) comme limite d’une suite de Cauchy. On rap-
pelle qu’une fonction continue sur un compact est uniformément continue. Prenons 7 > 0 tel que
supp(f) C B(r) et définissons les sommes de Riemann

Su(f)=2"0 S f k).

kezd

On reconnait dans la quantité (27™)? le volume d’un cube de c6té 27". Pour € > 0 fixé, 'uniforme
continuité de f donne I’existence d’un entier n(e) tel que | f(y) — f(z)| <e dés que |y — x| <27,
Pour p > ¢ >n(e) on a donc

1S4(F) = Sp(f)| = (279

> ((2-<p-q>>d > f(2pk)—f(2q€)>‘

Lezd keZd;|2-Pk—2- 9| <279
< @2r+1))* sup  |f(y) - Fl@)] < 2(r+1))%

ly—z[<271

La suite (Sy,(f)) est donc une suite de Cauchy ; on note [ f sa limite. On voit par sa définition
que I'opération d’intégration sur K(IR%) est linéaire et que [ f>0si f>0. Pour f a support dans
B(r) on a | [ f| <(2r)?| f|le- De plus toute translatée f(-—z) d'une fonction f € K(R?) a méme
intégrale de Cauchy que f ellemeéme : [ f(-—z)= [ f.

2. Proposition — Si (f,) décroit simplement vers la fonction nulle alors [ f, décroit vers 0.

Démonstration - Si toutes les fonctions f,, sont a support dans B(r) la quantité | [ f,| < (2r)?]| ful
tend en effet vers 0 d’aprés le théoréme de Dini. O

2 Intégrale de Lebesgue

On va étendre la notion d’intégration & un ensemble plus grand £}(R?) de fonctions sur RY, a
valeurs dans R U {£o0}, dites x-intégrables. L’intégrale de Cauchy sur K (IR?) permet de définir une
notion de taille (.), d'une fonction positive quelconque. On va définir £!(RY) comme ’ensemble
des fonctions f qui s’approchent arbitrairement bien par des fonctions de K(IR%), en ce sens qu’il
existe pour tout € >0 une fonction ¢ € K(IR?) telle que (| f — ¢c|)« <e. L'intégrale [ f d’une telle
fonction f sera alors la limite des intégrales de Cauchy des fonctions de (IR%) approchant f. Au
contraire du domaine K(IR?) de I'intégrale de Cauchy, on va voir que le domaine £!(RY) de son
extension est stable par limite monotone, croissante ou décroissante, pourvu que les intégrales des
éléments d’une telle suite restent bornées dans R. C’est cette propriété de I'extension de Lebesgue
de l'intégrale de Cauchy qui la rend si utile.



Une fonction x-intégrable peut trés bien prendre des valeurs infinies. Nous verrons que si f € £'(IR%)
et si h: R — R U {+o00} est une fonction quelconque de taille nulle : (|h]), =0, alors h et f + h sont
aussi x-intégrables et [(f+h)= [ f. Nous verrons aussi que si fi, fa€ LY(R?) sont & valeurs dans
R, et non pas dans RU {£o0}, alors (fi+ f2) € LY(RY) et [(fi+ f2) = [ fi+ [ fo. Les choses sont
plus délicates lorsque ’on manipule des fonctions pouvant prendre les valeurs +o0o. Pour définir
Popération d’addition sur de telles fonction on utilise les conventions suivantes : (+00) + (400) :=
+00, (—00) — (—00) :=—00 et (+00) — (+00) :=0, ainsi que la régle +00+ c:= =00 pour tout ¢ € R.
On a en particulier |(a1 + a2) — (b1 + b2)| <|ays — bi| + |az — ba| pour tous a1, az € RU{xoo0} et by,
b € R. Bien qu’utiles et suffisantes pour ce que I’on va faire, ces régles simples ne définissent pas une
loi de groupe associative sur RU{+o00} puisque 0 =400+ (—0co+1) # (400 —00) +1=1. L’espace
L1(R%) n’a donc pas de structure d’espace vectoriel, bien qu’on puisse définir sans équivoque la
somme de deux fonctions dans £'(R?). Il s’avére cependant que toute fonction de cet espace s’écrit
de maniére unique f=g+h ot g€ L}(R?) est a valeurs réelles et h: R — {£00} est de taille nulle.
Nous verrons que pour une telle décomposition f; = g1 + h1 et fo= g2+ hs de deux fonctions fi,
f2€ LY(R?) la fonction bien définie g + g2 ne différe de f; + fo que d’une fonction de taille nulle.
L’espace “L'(R%) modulo des fonctions de taille nulle” sera donc un espace vectoriel, sur lequel on
verra que l'intégrale est définie sans équivoque.

2.1 Fonctions x-intégrables et leurs intégrales

On définit la taille d’'une fonction positive quelconque h: R — [0, +-00], possiblement égale & +oo,
par la formule

(h)y:= inf{z /1{14 ih < Z 1y, avec ¥y € K(RY) positive pour tout 6}.

On a (h), < (k). si h <k. Pour deux fonctions hi, ho & valeurs dans [0, +o0] on a
(h14+h2)w < (1)« + (he)« (1)

puisque si h1 <Y th1p et ha <3 thog alors by +ha <> (110 + P2¢). On dit que 'application (.), est
sous-additive. Plus généralement, pour toute suite (h,,) de fonctions a valeurs dans [0, +00] on a'

O ), <> (ha)s (2)

On dit alors que application (.), est o-sous-additive. On a aussi

[(1ha])x = (1h2])+] < (1ha + hal)« (3)

pour toutes fonctions hi, hg & valeurs dans RU{+00} en conséquence de (1). Notez qu’une fonction
positive peut prendre la valeur +o0o et vérifier (h), < 0o, comme c’est le cas pour la fonction nulle
partout sauf au point 0 ou elle vaut +oc.

3. Proposition — Pour ¢ € K(R?) positive on a (¢).= [ p €R.

Démonstration — Soit ¢ € K(IRY) positive. D’abord, on a (¢), < [ ¢ puisqu’on peut prendre
11 = @ et toutes les autres fonctions 1; nulles. On montre ensuite qu’on peut en fait se restreindre
dans 'infimum définissant (), & ne considérer que des suites (t)¢) telles que > 1py=¢. On répéte
pour cela de fagon itérative la construction suivante tant que c’est possible. Si 'itération s’arréte
c’est que la somme considérée est égale a .

1. Les deux sommes dans (2) sont convergentes dans [0, +00] comme il s’agit de sommes de quantités positives. La
démonstration élémentaire de cette inégalité utilise le fait que IN X IN est dénombrable pour ré-écrire une somme
double 37 >, comme une somme indexée par N.



Notons o =0. Dans le cas o ) -, , ¥¢ > ¢ notons £; > 1 les plus petit entier tel que Zo<£<£1—1¢f <
et >,y Ye(x) > ¢(z) en au moins un point z; € R 11 suffit alors de remplacer 1, par

wélsmin<w,2w> > <ty

£§£1 ZS£171

pour construire une suite (1;) telle que 1} =1); si i #¢; et w%l = ¢, Elle satisfait ¢ <>, 0
mais avec Y ,o, [V} <> ,5, [1e On définit alors par récurrence une suite ((¢}");>1) de suites
de fonctions de K(IRY) et des entiers (£,,) tels que £, 11 est le plus petit entier supérieur a £, + 1

tel que p(rni1) <>, " ¥} (xp41) pour au moins un point x,,1 € R% On pose alors 102:11 =

. 1 . 1
min (cp, Zegénﬂ w?) — Zégnﬂ—l i <Ap, et I = i i L. On a p < 2421 el

avec 2521 f@/}?“ < 2521 J 4. Pour chaque i la suite des (1]'),, est stationnaire, aussi on peut
définir £° :=lim,, ¥} € K(R?). Cette suite satisfait par construction ¢ = Y1 ¥ et inégaliteé

S SO o [t

Mais alors la suite croissante des sommes partielles (3. 17°), converge simplement vers ¢, donc

uniformément d’aprés le théoréme de Dini puisque ces fonctions continues sont toutes a support
dans un méme compact. Il s’ensuit de la proposition 2 que [ o= [(3°¥°)=>" [¢7°. O

Définition — Une fonction f:R%— RU{+oo} est dite x-intégrable s’il existe pour tout € >0 une
fonction . € KK(RY) telle que (|f — @)« <e.

On dit que . est e-proche de f. La famille des ([ pc)o<e<1 est alors de Cauchy puisque

’/9061_/5062

pour tout 0 < e, ez <1, par sous-additivité de (.)s. On a utilisé la proposition 3 dans la seconde
égalité. Ce méme calcul montre que toute autre famille (¢/)o<c<1 de fonctions de K(RY) satis-
faisant (| f — ¢¢])« < € pour tout 0 <e <1 satisfait | [ pc— [ @] < 2€ pour tout 0 <e <1. On définit
donc sans équivoque [ f comme la limite des [ ¢, lorsque € tend vers 0.

< / “pﬁl - 9062| = (|9061 - 5062|)* < (|h - 9061|)*+ (‘h - 5062‘)* <erte

L’indicatrice d’un cube unité est par exemple x-intégrable et d’intégrale 1. Il résulte immédiatement
de la définition d'une fonction x-intégrable que si f est x-intégrable et x € R¢ alors la translatée
f(-—z) est aussi x-intégrable et [ f(-—z)= [ f.

Si f € K(R?) on peut prendre .= f pour tout e, aussi | f coincide-t-elle avec I'intégrale de Cauchy
de f dans ce cas. Pour f, g€ LYRY) et ¢, 1 € K(R?) telles que (| f — @e|)«+ (|g — ¥e|)x <€ on a

(Cf +9) = (Pet YD« < (If = s+ (lg = Del)x <.

/(f+g)=/f+/g. (4)

Comme ||a| — |b|| <|a —b| pour tous a e RU{£o0} et b€ R, on voit que

On a donc (f +g) € LY(RY) et

(IF1=TpelDx < (If = @el)« ()

pour tout 0 <e <1, aussi |f| est-elle aussi x-intégrable si f est x-intégrable.

4. Proposition — Si f:R?— [0, +00] est x-intégrable alors [f=(f)=0.



Démonstration — Pour f a valeurs dans [0, +oc] on voit sur (4) qu’'on peut approcher f par la
fonction positive a support compact || aussi bien que par .. On a donc d’aprés la proposition 3

=1 | =1i el )%
[1=1m [16=1im (e

Comme f est positive I'inégalité (2) prend ici la forme |(f)« — (|©e])x| < (|.f — ©e| ), ce dont on tire la
conclusion puisque (| f — @e|)« tend vers 0. O

Voici une forme préliminaire de la propriété fondamentale de I'intégration.

5. Théoréme — Pour toute suite (f;) de fonctions x-intégrables a valeurs dans [0,+o00] telle que
> [ fe<oo la fonction " fi est aussi +-intégrable et

/(Z f)=>" /fg. (6)

La méme conclusion a liew si on suppose les fo a valeurs dans [—00,0] et > [ fo>—oo.
Dans (6) les deux sommes de quantités positives sont convergentes dans [0, +00].

Démonstration du théoréme 5 — Soit (f;) une suite de fonctions x-intégrables a valeurs dans
[0, +00] telle que > [ fr<oo. Notez que la fonction )" f; a valeurs dans [0, +00] est bien définie
comme somme d’éléments de [0, +00]. Fixons € >0 et associons & chaque f, une fonction ¢, € K(R%)
qui est 2~ % proche de f,. Puisque la suite croissante des sommes partielles f fe est majorée on
peut introduire un entier ¢(¢) tel que Zé>e(e) [ fe<e. On a alors

<|foz ZW) <<Z fz)-k(Zfz ZW)
£<1(e) >0 e) £<l(e) £<1(e)
< Z (1fe— pel)«
€>€(e) £<L(
< €4 2¢

On a utilisé la proposition 4 dans la derniére inégalité en notant que (f;),.= [ f, comme f; est %-
intégrable et a valeurs dans [0, +00]. L’arbitraire sur € >0 montre que Y f; est x-intégrable.

On démontre maintenant ’égalité (6). On déduit de la proposition 4, de l'additivité de (.), sur
LY(R?) — équation (4), de son caractére croissant et de sa o-sous-additivité — équation (2), qu’on
a pour tout n>1

)] 1/fe > m-(Zf«) > fe)*szw*zz/fe

et donc
(X 5= [(Z =5 [ £

Cela conclut la démonstration du théoréme de 1’énoncé. O

2.2 Egalité presque partout et espace vectoriel L*(IRY)

La régle d’addition et de soustraction utilisée ne munit pas RU{+o00} d’une loi associative, comme
(400 — 00) +1=1 alors que 400 — (+00 — 1) =0. L’introduction de la notion suivante permet
d’associer a chaque fonction x-intégrable a valeurs dans RU{+o00} une autre fonction x-intégrable
a valeurs réelles et de définir in fine un espace vectoriel de ‘fonctions’ x-intégrables.



Définition — Une fonction h: R — R U {+oco} est dite négligeable si (|h|),=0. Un ensemble
E CR? est dit négligeable si la fonction indicatrice 1g est négligeable. On dit qu’une propriété
dépendant de x € R? a lieu presque partout si l'ensemble des points ou elle n’a pas lieu est
négligeable.

11 s’ensuit de la o-sous-additivité de (.), qu'une somme au plus dénombrable de fonctions néglige-
ables est négligeable. Puisque |(|h1])x — (|he])«| < (Jh1+ ha|)« pour toutes fonctions hq, hy & valeurs
dans RU{+o00} d’aprés (3), on voit que si f est x-mesurable et h négligeable alors f + h est aussi
*-intégrable et [(f+h)= [ f.

Lemme — Si f est x-intégrable alors les fonctions f1)f|— oo €t 1f|=4o0 sont négligeables.
Démonstration — Puisque | f1)7|=4o0| <|f] et que (.), est croissante on a d’aprés le théoréme 5

(1L f1=400)x = lim (nljfj=4oo)s= Hm n(1)f|=4o0)sx < (| f])x <00

n— —+o0o n— —+o0o

Cela implique que (1| f|=1o00)x = (| f1]f|=+00|)x=0. O

Une fonction %-intégrable f coincide donc presque partout avec la fonction x-intégrable f1|7|+4 00
& valeurs réelles. L’espace des fonctions x-intégrables modulo des fonctions négligeables est donc
un espace vectoriel sur lequel 'opération d’intégration est définie de facon non équivoque. On le
note L'(RY). Un élément de L*(IR?) est & proprement parler une famille de fonctions qui différent
toutes les unes des autres par leurs valeurs sur des ensembles négligeables. Avec un petit abus de
language, on appelle fonction intégrable tout élément de L'(IR?). Une fonction positive de K(IR9)
étant d’intégrale nulle si et seulement si elle est nulle, I'espace K(R?) s’injecte dans I'espace L}(R9).

6. Proposition — L’opération d’intégration est linéaire sur l’espace vectoriel L*(IR?).

Démonstration — Puisqu’on travail modulo des fonctions négligeables on peut remplacer toute
fonction *-intégrable f par sa version x-intégrable f1|s+1o0 & valeurs réelles et utiliser les opéra-
tion usuelles sans précaution. Si f; est e-proche d’une fonction ;. € K(IR%), pour i € {1,2}, alors
f1+ fo est 2e-proche de 1.+ @2, puisque

(|(f1+f2) - (@154’(;026)‘)*3(“0179016‘ + ‘f2* (PZCD*S (‘flf Sole|)*+(‘f2* SDZCD*SQG

du fait de la croissance et de la sous-additivité de (.),. On a de plus

/(flJFfQ):h?l/(SoleJFSDQE):hzn/@leJrlizn/<P26:/f1+/f2-

Qu’on ait pour tout nombre réel A et toute fonction x-intégrable f 'identité [Af=A\[ f est une
conséquence immédiate de la définition de 'opération d’intégration. d

Il s’ensuit que

fri=max (f,0) = L1

et

f_:mln(f,O):f_;f‘

sont toutes deux dans L'(R?) si f € L'(RY). De méme, pour f, g€ L'(RY) les fonctions

max(f,g)Z%(f+g+|f—g|)

et

min(f,g)zé(f‘f‘g_‘f—gb



sont toutes les deux dans L'(R?). Pour f, g€ L'(R?) on note f <g, f < g si ces relations sont
vérifiées presque partout.

2.3 Théorémes d’interversion entre limite et intégrale

La démonstration du théoréme 5 rend claire le fait qu’on a la méme conclusion si la suite ( fy) n’est
de signe constant qu’a partir d’un certain rang, pourvu que l'on travaille modulo les fonctions
négligeables afin de définir la somme )" f; comme égale & une somme correspondante de fonctions
réelles en dehors d’un ensemble négligeable. Le théoréme 5 prend alors la forme suivante.

7. Théoréme de convergence monotone — Pour toute suite (g,) dans L'(R%) monotone a
partir d’un certain rang et telle que fgn est bornée dans R la fonction g:=lim,, g,, est aussi dans

LYRY) et [ g=limy, [ gn.
On en déduit le résultat fondamental suivant.

8. Proposition (Lemme de Fatou) — Soit (f,,) une suite d’éléments de L*(R?) et g € L*(R?) tels
que fn> g presque sirement et la suite des intégrales ([ f,) est bornée. Alors liminf f, € L*(R?) et

/lim inf f, <lim inf/fn.

Démonstration — Posons h,= f, — g >0. Comme min,, << A décroit vers infy, >, hy, lorsque p tend
vers 'infini et 0 < f ming, <x<phi < f hn, le théoréme de convergence monotone garantit d’abord que
(infr >, hi) € LY(R?) et 0< Jinfy>p hi < [ By, puis, comme la suite (infy >, hi)y, est croissante et 0 <
lim [infy >, hy <liminf, [ (h, —g) <oo, que liminf hy, € LY(R%) et [liminf hy <liminf, [ (h,— f). Le
résultat s’ensuit. O

9. Théoréme de convergence dominée — Soit f: R?— RU {400} une fonction. Soit g€ L*(R?)
et (fn) C L*(RY) une suite telle que |fn| < g pour tout n et f, converge presque partout vers f.
Alors f € LY(IR?) et [|fn— f]| tend vers O et [ f, converge vers [ f.

Démonstration — On a f, > —g avec (—g) € L'(R%). Comme f coincide presque partout avec
lim inf f,, le lemme de Fatou nous assure d’abord que f € L'(R?). On peut ensuite appliquer le
lemme de Fatou aux suites (| f, — f|) et (—|fn — f]), toutes les deux minorées par —2g € L(R?).
Puisque liminf|f,, — f| =lm |f, — f| =0 presque stirement, on obtient les deux inégalités 0 =
JO<liminf [|f,— f| et 0= [(—0) <liminf(— [ |f, — f|) =—limsup [ | f, — f]| et donc le fait que
[ | fn— f| tend vers 0. L’intégrale sur L'(R%) étant une fonctionnelle positive et ( f, — f) <| fn— f|
on en déduit que [ f, converge vers [ f. O

L’intégrale de Lebesgue est 'application linéaire qui a f € L'(R?) associe [ f.

10. Théoréme — La formule ||f|1:= [|f] définit sur L'(R?) une norme qui en fait un espace
complet, et KK(R?) est dense dans (L*(R%), [|-||1)-

Démonstration — On a bien |lcf||1=|c||| f|l1 et | £+ gl <| fll1+ lg|l: pour toutes f,ge L'(R?)
et c€R. L’espace L'(IR?) est construit pour que la seule classe d’équivalence de fonctions de £!(IR?)
de taille || f]]1 =0 soit la classe d’équivalence de la fonction nulle.

Pour montrer la complétude de (LY(R?), ||.||1) il suffit de montrer que toute suite de Cauchy ( f,)
de cet espace y a une sous-suite convergente. On sait d’abord qu’une telle suite a une sous-suite
(fn(p) telle que 37 | fa(p+1) = fa(pllr <oo. Le théoréme de convergence monotone nous assure

donc que la formule

9= [fam+1) = fat)
p



définit un élément de L'(IRY). Cette somme coincide donc presque partout avec une fonction
a valeurs réelles. La série f, () + Zp (fr(p+1) = fn(p)) converge donc dans R elle aussi presque
partout ; notons f sa limite. On obtient alors la convergence dans L}(R?) de la suite des sommes
partielles ( fy(0) + Zp <k (frp+1) — fap))k vers f en conséquence du théoréme de convergence

dominée puisque | fy,0) + Zpgk (frp+1) = fap)| < g pour tout k.

Tout élément de L£1(IRY) est par construction arbitrairement proche d’un élément de K(RR?) pour la
taille (|-|)« et donc pour ||-||; d’aprés la proposition 4. Il s’ensuit que L*(IR?) a la méme propriété. O

On peut donc voir L'(IR%) comme le complété de 'espace K(RY) pour la norme ||-||;. L’argument
utilisé pour montrer la complétude de (L}(R?), |.||;) montre aussi que si f € L'(IR%) et ,, € K(R%)
satisfait [ |f — @n| <27" alors f est la limite presque partout des ¢p.>

L’énoncé suivant permet de construire de nombreuses fonctions intégrables.

11. Proposition — Soit (f,) une suite de L'(R?) convergeant presque partout vers f. S’il existe
une fonction g € LY(RY) telle que |f| < g presque partout alors f € L}(RY).

Démonstration — Posons g, =min (g, max (fn, —g)) ; on a —g < g, < g aussi la suite des [ g, est-
elle bornée. Le théoréme de convergence monotone nous assure que liminf g, € L'(R?), ce dont le
résultat découle puisque f coincide presque partout avec liminf g,,. O

12. Corollaire — Pour tous —oco<a<b<+oo et f € LY(R%) on a f®=max (a, min (f,b)) € LY(RY).
Si de plus f >0 alors 1p~, € LY(RY) pour tout 0 < a < +oc.

Démonstration — Notons (¢,,) une suite croissantes de K(IR?%) de limite simple la fonction con-
stante égale & 1. On applique successivement la proposition 11 & (max (apy,, min (f, bpm)))m, de
limite simple max (ag,, min (f,b)), puis a la suite de ces limites. C’est possible puisque |max (ap,,
min (f, bom))| <|f| et |max (ap,, min (f,b))| <|f| quels que soient les entiers n, m. Cela montre
que fle LY(RY).

Si de plus f >0 et a >0, la fonction positive g, € L'(IR?) définie par la formule

. 1 . f
Oﬁgn=n<mm<f,a—|—g)—rnm(f,a)):lfza_,r;+n(f—a)1a<f§a+71l§EEL1(]Rd)

converge presque partout vers 1y~ ,. On adonc 155,€ L'(R%) d’aprés la proposition 11. O

Notez qu'une fonction constante non nulle n’est pas un élément de L'(R?), aussi le fait que
fbe L'(R?) n’est-il pas une conséquence du fait que L'(IRY) est stable par les opérations min
et max, comme on 1’a vu aprés la proposition 6.

13. Théoréme — Soit f € L'(R?) positive. Les fonctions fn=3", <, k27" o ne f<(lg1)2-n SONE
intégrables pour tout n et f, converge vers f dans L*(R?). B

Démonstration — Le corollaire 12 nous assure que 1po-no < (k41)2-7=Lpa-nc f— L(py1)2-n< s €St
un élément de L'(IR9). Ces indicatrices ayant des supports disjoints, la suite croissante et positive
des sommes partielles (fr,e=> "1 <, k27" Lpo-nc f<(k41)2-7)¢>1 forme une suite de LY(R?) dont
les intégrales sont majorées par la constante [ f, puisque 0< f,, ¢ < fn < f. La fonction f, est
donc intégrable d’aprés le théoréme de convergence monotone. La suite ( f,,) convergeant presque
partout vers f on obtient la conclusion de la proposition 11. O

2. Si I'on se retourne maintenant sur la construction de l'intégrale que 'on vient de donner, on s’apergoit que
les seules propriétés de l'intégrale de Cauchy que 'on a utilisé sont les suivantes : (a) son domaine est stable par
les applications fr— min(f,1) et f— |f|, utilisées dans la proposition 3 et I'identité (4), respectivement ; (b) les
intégrales f fn décroissent vers 0 si f,, décroit simplement vers 0, utilisé dans la proposition 3. On peut répéter mot
a mot toute la construction dés lors que ’on dispose d’une application linéaire I sur un domaine £ qui satisfait les
propriétés (a) et (b). L’espace ambiant R% n’a en particulier joué aucun role dans toute cette section. On obtient
ainsi une extension de I & un domaine plus grand qui satisfait les théorémes de convergence monotone, de Fatou
et de convergence dominée. Deux exemples élémentaires sont fournis par les cas ou £ = IC(IRd) et I(f)= [ fgo ou
g0 € C(RY) est fixée, et lorsque L est ensemble des suites a = (a,) 4 support fini et I(a) =3 an ou I(a) =3 anby
ou (byn) est une suite quelconque donnée. Notez que les notions de fonctions intégrables et de fonctions négligeables
sont relatives a la donnée de départ (I, L).
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