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On donne dans cette note une démonstration simple du résultat suivant de Dufresne, [Duf90].

1 Le résultat de Dufresne

THEOREME 1.1. Soit {ws}s>0 un mouvement Brownien réel et ¢ une constante > 0. On a
quels que soient 0 < a < b < o0

oo 92¢c 5672/u
IE”(/O e T ds € [a,b]) = 2o /a —u1+2cdu

2

o0 — — A . N . ’ . .

Remarque — fo e 7% ds a méme loi que —, ol 2. est une variable aléatoire de loi gamma,
V2c

de paramétre 2c.

< Etant donnés y > 0 et £ € R, considérons la diffusion {(ys, &)}
des équations différentielles stochastiques

+ .
>0 Sur R;” x R solution

1
dys = ysdws + <C + _) Ys ds,

2
de, = %
Ys

(1)

ot w est un mouvement brownien, avec pour valeurs initiales y € R} et £ € R. L’équation
de {ys}s>0 s’intégre explicitement.

ws+cs

Ys =ye )
et
S
65 = f + / e_wr_cr d7‘.
0

Notons Py ¢ la loi de la diffusion {(ys,&)}
stirement une limite finie

0" Le processus {{;}s>0 admet P, ¢-presque

1 oo
b=ty [ e
Y Jo



2 Ismael Bailleul

lorsque s — +o00. Si 0, désigne le shift usuel sur les trajectoires de la diffusion (y, &), quel
que soit r > 0, on a P c-presque stirement

§oo 0 0r = £

Notons G(t) =P (f;" e ~"dr > t). Soit A€ R. On a

1 oo —Wy—CT
Pye(oo > A) =Py, (54—5/ e r drzA) =G(y(A-Y9)).
0
Si l’on arrive & justifier par un argument a priori que la fonction

F>a(y,8) =Pye(fc > A)

est de classe C?, ou que G est de classe C?, la fonction F 4 vérifiera I’équation différentielle
2
Y o2 1 ¢ _
<?8y+<c+§>y8y+; F>4=0, (2)
par la formule d’It6, du fait que le processus {FZ Ayt ft)} >0 €St une martingale.

L’équation (2) devient pour G

WA riya—g)+ () wa-9-1) cla-g) 0. @

soit

On la résout explicitement :

G'(r)=C “Trac >0,
pour une certaine constante C' que ’on identifie avec la condition G(0) = 1. Cela donne la
formule de 1’énoncé. >

On aura donc établi I’identité de Dufresne si I’on arrive & justifier a priori le caractére C? de la
fonction de répartition de la variable aléatoire fooo e~ W« dy, ou de la fonction F> 4. Ce dernier
point peut s’obtenir de 'hypoellipticité du générateur L de la diffusion a ’aide du théoréme de
Hormander. I1 semble cependant raisonnable de se passer d’un outil si puissant dans notre cadre
simple. On donne dans la section suivante une preuve directe du premier point, basée sur une
formule d’intégration par parties.

2 Régularité de la loi de la variable aléatoire f0°° eV~ du

On démontre une formule d’intégration par parties inspirée du calcul de Malliavin. On trou-
vera ce calcul développé & un niveau élémentaire dans les livres de Bell et Bass, [Bel87], [Bas98]
(dernier chapitre), ou dans celui de Nualart [Nua06], et dans une bien plus grande généralité,
dans le livre de Malliavin [Mal97].

La formule d’intégration par parties tire ici son intérét d’un fait élémentaire bien connu (voir
par exemple le livre [Bas98] de Bass, Chap.8, proposition 3.1).
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PROPOSITION 2.1. Soit v une probabilité sur R et k > 2 un entier. Supposons qu’il existe une
constante Cy, > 0 telle que l’inégalité

\ [ oW @wan)

est vérifiée quelle que soit la fonction ¢ de classe C™°, bornée, ainsi que toutes ses dérivées. Alors
v admet une densité de classe C*=2 par rapport d la mesure de Lebesgue.

< Ckll ¢l

On va tirer partie de I’écriture suivante

o] 1 o]
/ eWr—CT dp — / e(wT—rw1)+(w1—c)r dr + e—cewl/ e(wr—wl)—c(r—l) dr
0 0 1 (4)

1 0o
= / ePri(wi=or g 4 e / e’ dr,
0 0

dans laquelle fooo eWr—¢" dr apparait comme une fonctionnelle du pont brownien

{Pr}ogrgl ={w, — T’wl}ogrgl,

de wy, et du mouvement brownien
{wT}TZO = {errl - wl}rZO'
Ces trois processus sont indépendants sous P. On notera dorénavant
2 =C([0,1,R) x R x C(R*,R),

qu’on munit de la tribu produit des tribus boréliennes de chaque facteur, et sur lequel on met la
probabilité ~
Q= POl oW P,

ot P01 est 1a mesure du pont brownien sur C([0, 1], R), W une loi normale centrée, réduite, et P
la mesure de Wiener sur C(R*,R). On notera w = (p, wy,w) un élément de (2, et w le brownien
reconstruit & Paide de p, wy, w.

Pour ne pas charger I’écriture, on prendra ¢ = 1. On va montrer que la variable aléatoire

fooo €W+~ dy a une densité de classe C? par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Il n’y a bien

. 2 0A . . N . 2 . o0 — —
entendu aucune difficulté & transposer ce qui suit & la variable aléatoire fo e T du, ¢ > 0,
qu’on a rencontré dans la premiére partie.

Les acteurs et leurs qualités

Les quantités suivantes vont nous intéresser.

- X(w) = [, ewtds,

— Pour k> 1, X (w) = fol uk ePut(wi—bu gy 4 pwr—1 fooo evrT dr

- Fw) = X<11>(w)'
¢ désignera une fonction lisse dont toutes les dérivées sont bornées.
On écrira dans la suite LP pour L? (Q(dw)) , et ’on écrira toujours [E I’espérance sous la probabilité
Q.

Pour P-presque tout w et tout p, les fonctions X (p, ., w) et F(p,.,w) sont de classe C*. Les
dérivées de X (p,.,w) sont les X¥)(p, . @) et celles de F(p,.,w) sont explicites :
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FO(p,.,w) = —(X®F?)(p,.,0),
FO(p, . @)= - (2FOXPF 4+ F2XO)(p, ., @),

et ainsi de suite. On écrira par exemple
O (D(X)F) = XD (X)F + ¢(X)FY = ¢/ (X) + p(X)F .

PROPOSITION 2.2. 1. X € LL?, pour tout 1 < p < 2. Comme 0 < X*) < X, on a X*) ¢ L»,
pour tout 1 < p < 2.

2. F € LP, quel que soit p > 1. Toutes ses dérivées par rapport & wi sont aussi dans tous les
espaces LP, p > 1.

< 1. So0it 0 < a < 1 une constante. La fonction e*=~" est intégrable sur (0, +oo( sur un
événement de probabilité 1. On peut appliquer sur cet événement l'inégalité de Jensen & la
fonction Le®r~(1=@)" et la probabilité ae~*"1,¢; on obtient

o) P o0 ewrf(lfa)r p oo
(/ ewr—r dr) = (/ - qe ™" d?“) < alfp/ epwr—(—a)pro—ar g,
0 0 a 0
On a ainsi
[e’e) P e o] p2r
([ oo
0 0

p;<(1—a)p+a. (5)

Comme on peut trouver pour tout p < 2 une constante 0 < a < 1 assez petite pour que la
condition (5) ait lieu, le résultat s’ensuit.

2. Estimons Q(F(w) > r).

si

1 o)
~ 1
Q(F(w) > r) =Q (/ wePut(wi—1u du—i—e“’l*l/ eV T du < —>
0 0

r
o~ e v e
<Q(ew1/ et “du<—)<@(ew1/ e “du<—>
0 r 0 r
v e ) - Inr w ! & —u e : . Inr
<Qfe"™ eV T du < —; inf wy,>—4+Q(e™ eV T du < —; inf w, < ——
0 T u€lo,1] 2 0 T ug0,1] 2
1
—in7r ~ ]. ~ 1
<Q(e“’1 e *“du<f; inf wu>—£)+(@( inf wu<—£)
0 T uel0,1] 2 u€[0,1] 2
1 _ 1
<Q(w1<—%+0te>+2(@(w1>%).

Ces deux termes sont du méme ordre de grandeur : —7——

r-8 ln(r)‘
Cette fonction de r décroit assez vite pour qu’on ait quel que soit p > 1

E[F?] = / rPIP(F > r)dr < oo.
0
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Pour ce qui est des dérivées de F, on traite le cas de F(1) et F?), les dérivées d’ordre
supérieur se traitant de la méme facon.
De l’inégalité presque stire
X2
0<XPFp==__<1

xX@ =7
on tire
I X®F <F,
d’ott il vient que F(V) = —X @) (w)F(w)? est dans tous les espaces L?, p > 1.
De méme, puisque X @) (w)F(w) = % < 1, la variable aléatoire F2X () se trouve dans

tous les espaces L. On sait en outre que
0< XA F L,
et
FO eLr, vp>1.
Ainsi, F®?) = 2FMW XA F — 2XG) est dans tous les L, p > 1. >

THEOREME 2.1. Soit ¢ une fonction lisse, dont toutes les dérivées sont bornées. Chacun des
membres de l’égalité est bien défini et 'on a

E[wy ¢(X)F]| = E|[0w, (¢(X)F)]. (7)

< w; et F appartenant & tous les espaces P, wy F est intégrable. ¢(X) est bornée. Le
théoréme de Fubini et la formule d’intégration par parties pour une loi normale sur R,
centrée, réduite, V' (dw; ), nous permettent alors d’écrire

Blur 6(X)F] = PO & B( [ wr6(X (p, w1, 8) F (X (p. w1, @) N (dun))

PO & /am X (p, w1, @) F(X (p, wr, @) N (duwn) )
= E[0u, (9(X)F
>

Comme Oy, (3(X)F) = XW¢'(X)F + ¢(X)FD = ¢/(X) + ¢(X)F1), le théoréme a le
corollaire suivant, dans lequel on n’a besoin que d’une foncmon de classe C!' pour appliquer ce
qui précede.

COROLLAIRE 2.1. Il existe une constante Cy > 0 telle que linégalité suivante est vraie pour
toute fonction bornée ¢ € C', ayant sa dérivée bornée.

[E[¢'(X)]| < Cil||oo-

Pour obtenir le méme genre d’estimations avec la dérivée seconde ¢(2) de ¢ au lieu de ¢/, on
applique la formule d’integration par parties & ¢/ (= ¢1)) pour obtenir

E[¢®(X)] = E[¢0 (X){Fw; — FDY]. ®

Notons K = Fw; — F(Y. Comme F et w; sont dans tous les espaces ILP, Fw, est aussi dans tous
les espaces L7, ainsi que K. Il en va de méme de KF, qui est pour P-presque tout w et tout p
une fonction lisse de wq, de dérivée
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Ow, (KF)= KWF + KFW,

Pour estimer E[¢'(X)K], on applique la formule d’intégration par parties non pas a la fonc-
tionnelle ¢(X)F, mais & ¢(X)KF.
L’utilisation de la formule est justifiée comme dans la démonstration du théoréme. Cela donne

E[¢(X)K] = E[¢(X){KFwi — 8y, (KF)}]. 9)

On a donc
E[¢'(X)K] < [|4]|oo [| K F w1 — Dy (KF)||L1

On déduit de (8) qu’on peut trouver une constante Cs telle que
E[¢?(X)]] < Cal|¢lloo-

Pour obtenir une telle estimation avec ¢(*)(X), on applique la formule d’intégration par
parties & la fonctionnelle ¢(X )w; F2K ; puis, pour obtenir le théoréme suivant, & la fonctionnelle
&(X) (w1 F)*FK.

THEOREME 2.2. Il existe d’une constante Cy telle que l'on a pour toute fonction bornée ¢,
dont toutes les dérivées sont bornées,

B¢ (X)]] < Cal|@lloo- (10)

Comme on ’a vu au lemme 2.1, cette inégalité implique que la loi de X (w) a une densité par
rapport & la mesure de Lebesgue, de classe C?. L’équation (3)(}) qui permet son identification
nous montre que cette densité est en fait de classe C°°. On pourrait obtenir cela en itérant
indéfiniment la formule d’intégration par parties.

3 Remarques

1. On trouvera dans les articles de Dufresne [Duf90], proposition 4.4.4, Yor [Yor92], [CPYO01],
théoréme 3.1, et Matsumoto & Yor [MYO05a], p.335, (ainsi que dans les références données
juste avant le théoréme dans l’article de Matsumoto et Yor), d’autres démonstrations de ce
résultat, d’inspirations trés différentes.

e Dans [Yor92], la loi de fOJrOO evu " du est identifiée & la loi du dernier temps de passage
d’un processus de Bessel, issu de 0, de dimension 2(1 + ¢); le résultat de Dufresne provient
alors d’un résultat de Getoor identifiant cette loi comme celle d’un multiple de I’inverse d’une
loi gamma, de paramétre 2c.

e Dans [CPYO01], la loi i de lintégrale de Dufresne est identifiée comme la probabilité sta-
tionnaire d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de générateur explicite. La résolution d’une
équation de type L*u = 0 permet d’obtenir p.

e Dans [MYO05a], théoréme 6.2, c’est 'utilisation de la transformée de Laplace et de fonctions
de Bessel qui donnent le résultat.

La démonstration que ’on propose a ’avantage d’étre automatique et de ne demander aucun
effort, dés lors que ’on sait que la densité de la loi de l'intégrale de Dufresne admet une
densité de classe C? par rapport & la mesure de Lebesgue. On aurait pu utiliser une formule
d’intégration par parties obtenue en perturbant tout le chemin w par une fonction convenable,

' Ou l’on prend c =1
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comme on le fait usuellement pour montrer de tels résultats. On aurait alors eu affaire & des
dérivées de Fréchet de fonctionnelles & valeur dans des espaces IL” 14 ot ’on a eu des dérivées
usuelles. Cette démonstration évitant le recours & des espaces de dimension infinie est peut-
étre plus facile & appréhender.

De nombreux résultats sur les lois des fonctionnelles fot e T du et fooo e” v du se
trouvent dans [MY05a] et [MYO05b].

. Cette démonstration trouve ses origines dans I’étude d’une diffusion sur H x R3. Dessinons
ce cadre.

Notation : (g9,¢1,2) désigne la base canonique de R x R? et £9, &1, €2 les coordonnées sur
R x R2.

Munissons 1’espace vectoriel R x R? de la forme quadratique Lorentzienne
q(€) = (€°)” = ((6")* + (€%)?).

L’ensemble {¢ € R x R? ; ¢(£) = 1} est un hyperboloide & deux nappes. Notons H celle
qui correspond aux £° > 0. Bien que la forme quadratique ¢ ne soit pas définie positive,
sa restriction & chaque plan tangent de H est définie négative. Cela fait de H une variété
riemannienne. Il s’agit 14 de I’'un des modéles de 1’espace hyperbolique de dimension 2.

Soit {SS}SZO un mouvement brownien sur H. Définissons
s .
é-s = 60 + / gu du
0

et considérons la diffusion {(&,,&,)} ., sur H x R3. Dans ce décor, on s’est intéressé au pro-

bléme suivant. Déterminer la tribu invariante Im;((é, 5)) de la diffusion {(SS, &s)}s>0-

On appréhende mieux le probléme en prenant pour carte sur H les coordonnées du demi-
espace. Munissons le demi-espace {(y,r) € R} x R} de la métrique hyperbolique ds? =

2 2
dwy%dy. L’application suivante est une isométrie entre (R} x R, ds?) et (H, q).

20201 224021
H+y +1 2 +y x)EH. (1)

2y ’ y

Y (y,x ER:—XRH<
(y, ) 2 "

Dans les coordonnées (y,x) du demi-espace, le mouvement brownien sur H est solution
d’équations différentielles stochastiques simples.

dys = ysdw?,

dzs = ysdw?,

ol w¥ et w* sont deux mouvements browniens réels indépendants. On voit sur ces équa-
tions que {ys}s>o0 tend vers 0 et que {zs}s>0 converge vers une variable aléatoire zo, €
Inv(§) C Inv((€,€)). 1 est naturel, pour trouver d’autres quantités qui convergent le long
des trajectoires de la diffusion {(SS, 58)}S>0, de conditionner par z. et de regarder la diffu-
sion conditionnée. Cette entreprise est facilitée par la présence de nombreuses symétries qui
permettent de ramener cette étude & celle de la diffusion conditionnée par I’événement (de
probabilité nulle) {|z.| = +00}. Le processus {(&s, &)} s>0 est alors solution du systéme
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dys = ysdw{ + ysds,
dzs = ysdwy, (12)
dés =€, ds = ¥ ((ys,x5)) ds.

ot w¥ et w” sont deux mouvements browniens réels indépendants. Notons P, . ¢ la loi de
la solution du systéme (12), ayant pour conditions initiales ((y,z),&) € (RS x R) x R3.
L’équation donnant y, s’intégre explicitement : y, = ye®st3.

Intéressons-nous & la quantité

h(&s) = q(€sse0 +61) = 52 - fsl

On a, d’aprés la formule (11),

h(&s) = he /50 £l dr

1 al+y2—1
:h@y+/ (”+yf+ S o
0

2y, 2y,
Sdr
( ) 0o Yr
1 /% _ v _»
:m@+—/euwzw
YJo

On retrouve la quantité utilisée dans la démonstration du théoréme de Dufresne. Si ’on note
hoo = hm h({s) et G(t) =P (f," e“*~2dr), on a quel que soit A4 € R,

P (yoaye) (hoe = 4) = Gy(A = h(&).

L’équation aux dérivées partielles vérifiée par la fonction P (ho, > A) permet d’identifier G
comme on I’a fait dans la preuve du théoréme 1.1, dont I’idée provient de ce fait.

L’identification de la tribu invariante de la diffusion {és,fs}s>0 est exposée dans Darticle

[Bai07], qui paraitra ailleurs.

3. Revenons & ’équation (1) et posons

G(s,A) =P (/ eV T du > A) .
0

On montre, i ’aide d’une formule d’intégration par parties analogue & celle que l'on a établi
pour G(A), que G(s, A) est une fonction de A de classe C? et une fonction de s de classe
C'(?). Notons

F;A((yvx)vg) = P(y7w)7£(€s > A)
On écrira u = ((y, ), €) et us = ((ys, xs), &) afin d’alléger Pécriture.
FS 4 (u) = G(s, y(A— 5))
D’un cété, on a

? On étudie pour cela la loi du couple (ws, [, e~ ““ du) grace & une formule d’intégration par parties.
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_ 2
Eu[Pu (& > A)] —Pu(& > 4) <% o2+ ( O¢

y

—

+2) 0, +
€ N0 ¢ Y%

: ) Faluo),

et de autre

Eu]P)uE SZA _]PUQ SZA ]P)ug ss_A _Pug S_A s
Puulls2 A ~Puo® 2 4) _ Pullore 2 ) -Pulte 2 4) 1y (.

On a donc 5
s Y 2 s
orca= (o (o3 )van+ ) Fea

Cette équation devient pour G(s, A)

0, G(s, A) = A;G”(S,A) + ((c+ %) Ao 1) (s, A),

ot le ’ désigne la dérivation par rapport a A.
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