L'indispensable sur les espaces de Banach

Je rappelle que la complétude d’un espace métrique est équivalente a la propriété des
“segments emboités” : toute intersection dénombrable décroissante de boules fermées est
d’intersection non vide.

Théoreme 1. (Baire) Dans un espace métrique complet, pour toute réunion dénombrable de
fermés (Fy,)n>1 remplissant l'espace, 'un d’entre euz contient une boule ouverte.

Démonstration — Sans quoi toute boule ouverte B contiendrait pour chaque n > 1 un point
Ty qui ne serait pas dans le fermé F),. C’est donc toute une boule ouverte de B, de centre
Ty qui ne rencontrerait pas Fj,. Une boule fermée de rayon un peu plus petit a la méme
propriété. On pourrait donc fabriquer par récurrence une suite B,, décroissante de boules

fermées, de rayon tendant vers 0, telles que B,, ne rencontre aucun des fermés Fi,. .., F,.
L’espace étant complet, I'intersection non vide des B,, contiendrait un point n’appartenant
a aucun des fermés F,, en contradiction avec I'hypothese £ = 5, Fy. >

Je rappelle qu'une sermi-norme sur un espace vectoriel est une ‘norme’ qui peut avoir des
vecteurs non nuls de taille nulle.

Théoreme 2. (Zabrejko) Soit maintenant (Z,|-|) un espace de Banach et p : Z — RT une
semi-norme telle que pour toute série convergeant ano zn dans Z on a

(D 2) < X plzn). (0.1)
n=0 n=0

Il existe alors une constante M telle que p(-) < M| -|.

Démonstration — 11 suffit de voir que p est bornée sur la boule unité fermée B de Z puisque
p(Az) = |Ap(2), VAeR,zeZ (0.2)

Comme Z = |, {p < n} 'un des fermés {p < n} est d’intérieur non vide, disons {p < no}.
Notons zg +7¢B une boule fermée incluse dans {p < ng}. On a p(B) < (ng+p(—20))/ro =:
mg d’apres la propriété de positive homogénéité , si bien que B < {p < mg}. On peut
alors utiliser la propriété élémentaire suivante.
Lemme — Si B est incluse dans l'adhérence d’un ensemble € alors tout point z de B
s’écrit sous la forme

z = Z o~ (1),

n=1
avec z, € €.

<« On construit par récurrence les z, € £ de sorte que ‘z — Z?:l 270t <27 >
On a alors pour tout z de la boule fermée B

p(z) = p( Z 2_(n_1)zn) < Z 2= Dp(2,) < 2my.

n>=1 nz=1

>

Pour une application linéaire T : E — F entre espaces vectoriels normés je note [|T']| sa
norme d’opérateur. Je note aussi a < b si a < mb pour une constante positive m.

Théoreme 3. (Banach & co) Soit (E, |-|) un espace de Banach et (F,|-|r) un espace vectoriel
norme.

e Supposons que F est aussi un espace de Banach. Pour qu’une application linéaire
T : E — F soit continue il suffit que son graphe {(x,T(a:))}er soit un sous-ensemble
fermé de B x F.



e Supposons que F est aussi un espace de Banach, et soit T : E — F wune bijection
continue. Alors T : F — E est aussi continue :

| < |T(2)|, < |z|, VzeFE.
o Soit (T')reT une famille d’applications linéaires continues de E dans F. 1l suffit d’avoir
sup [T (x)|p < o0
TeT
pour chaque x € E, pour avoir

sup [|Tf| < oo
TeT

Démonstration — e Le premier point constitue le théoréeme du graphe fermé. On l'obtient

en corollaire du résultat de Zabrejko en travaillant sur I'espace de Banach E en prenant
p(z) = ’T(m)’ - Pour la vérification, on ne perd rien a prendre une suite zj d’éléments de
E telle que Y, |T(x1)|, < 0. Comme F est un espace de Banach, la somme Y}, T(zy)
est convergente. Si donc la somme ), xj est convergente dans E I’hypotheése nous assure
que >, T(zx) = T( Y, k), et la conclusion vient de ce que les sommes partielles vérifient
| Yhee T(@r)| < X, |T(2n)| pour tout £.
e Le deuxieme point constitue le théoreme de I’application ouverte. C’est une conséquence
immeédiate du premier point dans la mesure ol le graphe de I’application T~! est I'image
du graphe de T par I'isomorphisme (z,y) € E X F +— (y,z) € F' x E. Le graphe de T est
donc fermé si et seulement si celui de 77! est fermé.

e Le troisiéme point constitue le théoreme de Banach-Steinhaus, démontré indépendamment

par Hahn et Hildebrandt. On l'obtient en corollaire du résultat de Zabrejko en travaillant

sur l'espace de Banach E avec la semi-norme p(z) = sup |T(z)| - La vérification des
TeT

hypotheses du théoréme [2| est directe. >

L’énoncé suivant donne une version du théoréme de Lax-Milgram qui fonctionne sur des
espaces de Banach. Ce type de résultat est utilisé en particulier pour résoudre des EDPs, une
fois celles-ci reformulées sous une forme ad hoc.

Théoreme 4. (Babuska) Soit Z1 et Zs deux espaces de Banach. On associe a une application
linéaire continue a € L.(Zy x Z2,R) Vapplication a : Z, — Zb, définie pour chaque z1 € Zy par
la formule

a(z1)(22) = a(z1,22), Vzo€ Zo.
L’application @ est bijective ssi'a: Zo — Z est injective et il existe a > 0 tel que

[aCz1)ll = elz1],  Ve1€ 2. (0.3)

Notez que linjectivité de ‘a : Zo — Z, est équivalente a I'identité [
lorsque Zy est réflexif ; c’est le cas si Zy est un espace de Hilbert.

kera(z;) = {0}

z1€Z1

Démonstration — Supposons @ bijective. On a d’abord
ker(‘a) = Sm(@) = 0. (0.4)

Le théoréme de I'application ouverte nous dit par ailleurs que 'inverse (ensembliste) de
Papplication @ est continu, ce que traduit I'estimée (|0.3]).

Réciproquement, on voit sur 'identité (0.4) que Sm(a) est dense dans Zj. L’estimée de
continuité donne a la fois que @ est injective et que son image est fermée. (Une suite
de Cauchy dans I'image de @ provient d’une suite de Cauchy de Z; ; la continuité de @ fait
le reste.) >



