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Soit (2, F,P) un espace de probabilité et 6 une transformation
inversible bimesurable sur €, preservant P et ergodique.
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Soit (2, F,P) un espace de probabilité et § une transformation
inversible bimesurable sur €2, preservant P et ergodique.

Soit Fo C F une tribu telle que Fo C ~1(Fp). Etant donné
X € LP(Q, Fo,P) on s'intéresse au comportement (P-p.s. ou en
loi) de

Snisn(X):Xo—i-...—l-Xn_l,

oll X;i = X 0§, sous des conditions portant sur E(X,|F).



Cadre général

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et § une transformation
inversible bimesurable sur €2, preservant P et ergodique.

Soit Fo C F une tribu telle que Fo C ~1(Fp). Etant donné
X € LP(Q, Fo,P) on s'intéresse au comportement (P-p.s. ou en
loi) de

Snisn(X):Xo—i-...—l-Xn_l,

oll X;i = X 0§, sous des conditions portant sur E(X,|F).

Dans le cas ou Xy = f(Wp) avec (W,)nez chaine de Markov
stationnaire d’opérateur P:

E(X,|Fo) = P"f(Wp).
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On considére la condition suivante
E(Ss|Fo)
- [EGH o)l IE(Sn|Fo)ll2 .
n>1

(1)

3/ 22

«O» «Fr» « >

<

DA



Le théoreme de Maxwell-Woodroofe
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On considére la condition suivante

Z IE(Sn|Fo) H2

3/2
n>1 n

Théoréeme (Maxwell-Woodroofe (2000), Peligrad-Utev (2005))
Soit X € L%(Q, Fo,P) satisfaisant (1). Alors, (Sy/v/n)n>1
converge en loi vers N'(0,02), ot 0% = lim,_, 1 oo E(S2)/n. De
plus, on a le principe d'invariance (faible).
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On considére la condition suivante

IE(Sn| Fo) H2
> g <00, (1)

n>1

Théoreme (Maxwell-Woodroofe (2000), Peligrad-Utev (2005))

Soit X € L%(Q, Fo,P) satisfaisant (1). Alors, (Sy/v/n)n>1
converge en loi vers N'(0,02), ot 0% = lim,_, 1 oo E(S2)/n. De
plus, on a le principe d'invariance (faible).

Ce résultat améliore considérablement la decomposition
martingale-cobord de Gordin-Lifsic (1979) équivalente dans notre
cadre a

sup [ E(S4|Fo)]l2 < 0.

n>1



D’aprés (Hannan (1979), Dedecker-Volny-Merlevede (2007)) les
conclusions du théorémes ont lieu si

IE(XalFo)ll2 = 0 et Y [E(XalFo) ~E(Xal F-1)||2 < o0 (2)

n>1
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D’aprés (Hannan (1979), Dedecker-Volny-Merlevede (2007)) les
conclusions du théorémes ont lieu si

IE(XalFo)ll2 = 0 et Y [E(XalFo) ~E(Xal F-1)||2 < o0 (2)

n>1
Les conditions (1) et (2) sont en particulier vérifiées si

IE(XA| Fo)ll2 _
nz;l o <o (3)

Les conditions (1), (2) et (3) sont vérifiables dans de nombreuses
situations, en pratique.

Questions :

e A-t-on la LLI sous (1) ? sous (2) ? sous (3) ?

e Quels autres théorémes limite a-t-on sous des conditions du
meme type dans LP, p>17



Cas des martingales : Lois fortes de
Marcinkiewicz-Zygmund

Théoreme (Marcinkiewicz-Zygmund (1937), Woyczynski (1982))
Soit (Dp)nen une suite stationnaire de différences de martingales
telle que Dy € LP, 1 < p < 2. Alors 2ot=dDnt s g ppg

1
nt/p n——+00
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Théoreme (Marcinkiewicz-Zygmund (1937), Woyczynski (1982))

Soit (Dp)nen une suite stationnaire de différences de martingales
telle que Dy € LP, 1 < p < 2. Alors 2ot=dDnt s g ppg

1
nt/p n——+00

De plus, il existe C, > 0 (universel) tel que

’D0+...+D
| sup

—1]
- nl/p - ||p,oo < Cp”DOHP'
n>

On rappelle que || Z]|p.00 = supy=o M(P(Z > \))V/P.



Cas des martingales : TCL et LLI

Théoreme (Billingsley (1964-66), Doob (1940))
Soit (Dp)nen une suite stationnaire et ergodique de différences de
martingales telle que Do € L?. Alors, (%)nzl converge en

loi vers N'(0,E(D?)). De plus on a un principe d'invariance et
pour tout n > 1,

%) < 5).
E(lrgkagn |Do + ...+ Dg_1|7) < 4nE(Dg)
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Théoreme (Billingsley (1964-66), Doob (1940))
Soit (Dp)nen une suite stationnaire et ergodique de différences de
martingales telle que Do € L2. Alors, (%)nZl converge en

loi vers N'(0,E(D?)). De plus on a un principe d'invariance et
pour tout n > 1,

2 2
E(lrgfgn |Do + ...+ Dk—1|) < 4nE(Dg) .

Théoreme (Stout (1973), C. (2015))

Soit (Dn)nen une suite stationnaire et ergodique de différences de

martingales telle que Dy € L?. Alors,
Do+...4+Dp—1 HDO||2 )

llmsup”_H‘OO V2nloglogn -
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Théoreme (Billingsley (1964-66), Doob (1940))
Soit (Dn)nen une suite stationnaire et ergodique de différences de
martingales telle que Do € L2. Alors, (%)nzl converge en

loi vers N'(0,E(D?)). De plus on a un principe d'invariance et
pour tout n > 1,

2 2
E(lrg’?gn |Do + ...+ Dk—1|) < 4nE(Dg) .

Théoreme (Stout (1973), C. (2015))

Soit (Dn)nen une suite stationnaire et ergodique de différences de

martingales telle que Dy € L?. Alors,

: Do+...+ Dy
limsup, | %T;Iognl = ||Do||2. De plus, pour tout 1 < r < 2,

il existe C; > 0 (universel) tel que

|D0+...+D ,1|
Isup 12T 2y, < ¢
n_




Cas des martingales : principes d'invariance fort

Soit (r,)nen positive croissante. On dit qu'un processus (Yy)nen
sur (Q, F,P) satisfait le principe d'invariance fort controlé par
(n)nen, s'il existe un espace de probabilité (Q, F,P) sur lequel
sont définis (V;,)nen de méme loi que (Yp)nen et (W) nen iid
normales tels que

Vo — (Wo+ ...+ Wo_1)| =o(ra)  P-ps.,
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Cas des martingales : principes d'invariance fort

Soit V;, := Y 7_1(E(D2|Fx—1) — E(D?)). On dit que (Dp)nen
vérifie (x) si

Vo, =o0(n?P)  P-ps. ,si2<p<4
V, = O(y/nloglogn) P-ps. ,sip=4,
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Soit V;, := Y 7_1(E(D2|Fx—1) — E(D?)). On dit que (Dp)nen
vérifie (x) si
Vo, =o(n?/P)  P-ps. ,si2<p<4é

V, = O(v/nloglogn) P-ps. ,sip=4,

Théoreme (Strassen (1964), Shao (1993))

Soit (Dp)nen une suite stationnaire de différences de martingales
telle que Dy € LP, 2 < p < 4 et vérifiant (x). Alors,

(Do + ...+ Dn—1)nen Vérifie le principe d’invariance fort controlé

par (rn)nen, ol ry = /nloglogn si p =2, r, = n*/P/log n si

2 < p<4etr,=n"*logn)/?(loglogn)t/* si p = 4.




Soit X € LY(Q, Fo,P). Pour tout k >0, on pose
ug = |E(Syk|F_ok)| et
dic = E(Sok| F_o) + (B(Syk | F_ok)) 0 02 — E(Sppes1 | F_pks1).

O»r «5»
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Une inégalité maximale ponctuelle
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Proposition

Soit X € LX(Q, Fo,P). Pour tout k >0, on pose

uy = |]E(52k|]:_2k)| et

di = B(Spe| F_ge) + (B(Spe| F_gx)) © 02 — E(Spen | F_phsa).
Alors, pour tout entier d > 0, on a (avec la convention Z;io =0)

Z(X E(X|F_1)) 0 6°

i dk o 92k+1€

max |S;| < max
1<i<2d 1<i<2d

aF E max
1<:<2d k=1

k+1
+ud+g max ugo 6>t
g 0<¢<2d-1-k—1




Posons
Mp(Z,7) =sup
avec, pour 1 < p < 2,
et

|Z+...+Zorn1
n>1

un(p)
un(p) = /e

un(2) = +/nloglog n.
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Une inégalité maximale ponctuelle (suite)

Posons
|1Z+ ...+ Zor" 1
My(Z,7) = sup
ol ) n>1 un(p)
avec, pour 1 < p <2, un(p) = n*/P
et un(2) = /nloglog n.
Proposition

En particulier, il existe C > 0, tel que pour tout 1 < p < 2,

uP 92k+1)) 1/p

(M
My(X,0) < c( k/,,+2 1{

k>0

dk 92k+1
b M= B 0),0)+ T Moy
k>0

2k/p
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Pour tout 1 < p < 2, on pose
1 X1l mw,

=3 [EG Al [E(SnlFo)lp

1+1/p
n>1 n
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Pour tout 1 < p < 2, on pose

X[ w,

E(Sn|Fo)llp
Mw, Z PSESYERE
n>1
Il existe C, > 0, tel que pour tout X € LP(Q, Fo,P),
||MP(X70)||p,oo = Cp”X”MWp-
En particulier, si | X||mw, < oo, alors

Sn

11/ 22

0

—
nl/P n—-+o00

P-p.s.
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Soit I'espace de Banach
MWp = {X S LP(Q,}—(),]P)) : ”X”MW,, < OO}
On définit une contraction @ sur MW, en posant

QX == E(X 0 0| F),

pour tout X € MW,
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Idée de preuve

Soit I'espace de Banach

MW, = {X € LP(Q, Fo,P) : || X||mw, < oo}
On définit une contraction Q sur MW, en posant

QX :=E(X 00| Fy), pour tout X € MW,,.

X+-+Q"1X
On a alors HXHMW,, = 2@1 ”,,1+—1/pHP
— MW,
et MW, = (I = QQMW, .
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Soit I'espace de Banach

MW, = {X € LP(Q, Fo,P) : || X||mw, < oo}
On définit une contraction Q sur MW, en posant

QX :=E(X 00| Fy), pour tout X € MW,,.
@1
On a alors ”XHMWP = anl ”XJF,L—?/FXHP

et MW, = (T — QMW"

Soit X = (I — Q)Y avec Y € MW, Alors

X = (Y —E(Y|F-1)) + (E(Y 0 0] Fo) 0 01 — E(Y 0 0| Fo))

est une décomposition martingale-cobord.
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Il existe C > 0, tel que pour tout X € L%(Q, Fo,P),
[M2(X, 0)ll2,00 < ClIXIpws -
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Conséquences
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Théoreme
Il existe C > 0, tel que pour tout X € L?(Q, Fo,P),

[Ma(X; 0)l[2.00 < ClIX 1w, -

De plus, si || X||mw, < oo, il existe une suite stationnaire (Dp)nen
de différences de martingales avec B(D?) = lim,_s 1o E(S2)/n
telle que

|Sn — (Do + ...+ Dp—1)| = o(y/nloglog n) P-p.s.

En particulier on a le principe d'invariance fort.




Soit X € LP(Q, Fo,P), p > 2 tel que
D E(Xa|Fo)llp < oo
n>0

(4)
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Vitesse dans le principe d'invariance fort

Soit X € LP(Q, Fo,P), p > 2 tel que

Z [E(Xn|Fo)llp < oo (4)

n>0

Alors il existe une différence de martingale D € LP(Q, Fo,P) (i.e.
E(D|F_1) = 0), telle que, posant M, := Dy + ...+ Dp_1

|Sh — My| = o(n*/P)  P-p.s.
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Vitesse dans le principe d'invariance fort

Soit X € LP(Q, Fo,P), p > 2 tel que

Z [E(Xn|Fo)lp < oc. (4)

n>0

Alors il existe une différence de martingale D € LP(Q, Fo,P) (i.e.
E(D|F_1) = 0), telle que, posant M, := Dy + ...+ Dp_1

|Sp — M| = o(n*/P)  P-p.s.

. IE(MZ|Fo)—E(M32)||,/2
Si, de plus, anl sy B2 o

on a le principe d'invariance fort avec les mémes contrdles que
dans le cas martingale.
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Soit X € LP(Q, Fo,P), p > 2 tel que

Z [E(Xn|Fo)llp < oo (4)

n>0

Alors il existe une différence de martingale D € LP(Q, Fo,P) (i.e.
E(D|F_1) = 0), telle que, posant M, := Dy + ...+ Dp_1

|Sn - Mn| = O(nl/p) P-p.s.

- [E(MZ1F0)—E(M2) |/
Si, de plus, D n>1 sy P2 < o0,

on a le principe d'invariance fort avec les mémes contrdles que
dans le cas martingale.

Lorsque 2 < p < 4, cette derniere condition est vérifié si en plus de
(4) on a

IE(S71F0)—E(S2) /2
ZnZl ni+2/p P < oo




Produits de matrices aléatoires : LFGN

Soit ;1 une mesure de probabilité sur G = GL4(R), d > 2, et [, le
semi-groupe fermé engendré par le support de pu.
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Produits de matrices aléatoires : LFGN

Soit ;1 une mesure de probabilité sur G = GL4(R), d > 2, et [, le
semi-groupe fermé engendré par le support de . On dit que p a
un moment d'ordre p > 1, si,

J10g?(N(g)) 1(dg) < oo, oti N(g) := max(gl, llg~*]I) -

Proposition (Furstenberg (?), Furstenberg-Kiffer (1983))

Soit j1 admettant un moment d'ordre 1 et (Yy)y>1 iid de loi p.
Alors

| Y ... Y
cgllYo Ml _, 5 pos,

n n—+00

ou )‘M = inf,,Zl E(|Og H Yn © oo Y1H)/n
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Produits de matrices aléatoires : LFGN
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Soit ;1 une mesure de probabilité sur G = GL4(R), d > 2, et [, le
semi-groupe fermé engendré par le support de . On dit que p a
un moment d'ordre p > 1, si,

J10g?(N(g)) 1(dg) < oo, oti N(g) := max(gl, llg~*]I) -

Proposition (Furstenberg (?), Furstenberg-Kiffer (1983))

Soit j1 admettant un moment d'ordre 1 et (Yy)y>1 iid de loi p.

Alors
log || Y- i

n n—+00

Ay P-p.s.,

ot Ny, = infp>1 E(log || Y-~ Yil|)/n. Si, de plus il n'existe pas de
sous-espace non trivial de R? invariant par [, alors, pour tout
x € RY,

jog || Yo x|

n n——+00

Au P-p.s.




L'action sur P(RY)

G agit naturellement sur X = P(RY) I'espace projectif (compact)
de RY. On note cette action par o, et par  le produit de
convolution des probabilités qu’elle induit.

On dit qu'une probabilité v sur X est p-invariante, si p*x v = v.
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G agit naturellement sur X = P(RY) I'espace projectif (compact)
de RY. On note cette action par o, et par  le produit de
convolution des probabilités qu’elle induit.

On dit qu'une probabilité v sur X est p-invariante, si p*x v = v.

On dit que p est fortement irréductible s'il n’exite pas d'union finie
de sous-espaces (non triviaux) de R stable par I',,.

On dit que p est proximale si '), contient une matrice ayant une
unique valeur propre (de multiplicité 1) de module maximum.

Si p est fortement irréductible et proximale, alors il existe une
unique mesure invariante v sur X et

Au = fG><X o(g, u)u(dg)v(du)
ou, pour tout (g,u) € G x X, avec u = Rx,

o(g, u) = log(llgx|/[IxI)-



Le TCL
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Théoreme (Le Page (1982), Guivarc'h-Raugi (1985))

Soit ,u fortement irréductible et proximale sur G telle que

Je N(g)*1(dg) < oo, pour un a > 0. Alors, il existe C >0 et
60>0 te/ que
log || Y- Yix|| — nA, C
sup [P os(t)| < —
Ixl=1 ( v <t)- V'

oll ¢s est la fonction de répartition de N'(0,52). De plus on a le
principe d’invariance.




Le TCL
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Théoréme (Benoist-Quint, a paraitre dans Ann. Probab.)

Soit i fortement irréductible et proximale sur G, admettant un
moment d’ordre 2. Alors, il existe § > 0 tel que

sup
lIxll=1

— 0.
n—-+o00

| Yoo Yix|| — nA
P( Og“ \/E1XH NAy St)—(bg(t)

De plus, on a le principe d’invariance.
7




Le TCL

Théoreme (Benoist-Quint, a paraitre dans Ann. Probab.)

Soit u fortement irréductible et proximale sur G, admettant un
moment d’ordre 2. Alors, il existe § > 0 tel que

log || Yn - - Yix|| — nA
i
\/ﬁ

De plus, on a le principe d’invariance.
7

— 0.
n—-+o00

£ < t) — ¢s(t)

sup
lIxll=1

Le TCL a été obtenu par Christophe Jan dans sa These (2001)
sous un moment d'ordre 2 + ¢, € > 0.

De plus, sous des moments polynomiaux de tout ordre il a obtenu

des vitesses polynomiales dans le TCL arbitrairement proche de
-1/2
n .
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Soit v fortement irréductible et proximale sur G, admettant un
moment d’ordre p > 1.
(i) Sil<p<2, pourtout x € RY,

log || Yn... Yox|[—nA,
n]-/P

—

0
n——+00

P-p.s.
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Autres théoremes limite
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Théoreme (C-Dedecker-Jan)

Soit u fortement irréductible et proximale sur G, admettant un
moment d’ordre p > 1.

(1) Si1<p<2, pourtout x € RY,

log || Yn... Yox|[—nA,
nl/P

— 0 P-p.s.

n—-+o00

(ii) Si2 < p < 4, alors, pour tout x € RY,
(log || Yn ... Yax|| — n\,)n>1 satisfait au principe d’invariance
fort avec mémes contrbles que dans le cas martingale.




Soit Q := X x G muni de la tribu produit. Pour toute
probabilité 7 sur X on note P, la probabilité 7 ® u®N .
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Une chaine de Markov

Soit Q := X x GN" muni de la tribu produit. Pour toute
probabilité 7 sur X on note P, la probabilité 7 @ u®N".

Soit (Yn)nen le processus coordonné sur Q. Soit 7 la
transformation mesurable définie sur  par

n((uvglyg% .o )) = (gl ou, 82,83, - )
Pour tout n € N, on pose W,, ;.= Ypon" =Y, - Y10 Wp.

Alors, (Yy, Wh_1)n>1 est une chaine de Markov stationnaire (de
mesure stationnaire u ® v) et ergodique.

20/ 22



Une chaine de Markov

Soit Q := X x GN" muni de la tribu produit. Pour toute
probabilité 7 sur X on note P, la probabilité 7 @ u®N".

Soit (Yn)nen le processus coordonné sur Q. Soit 7 la
transformation mesurable définie sur  par

n((uvglyg% .o )) = (gl ou, 82,83, - )
Pour tout n € N, on pose W,, ;.= Ypon" =Y, - Y10 Wp.
Alors, (Yy, Wh_1)n>1 est une chaine de Markov stationnaire (de
mesure stationnaire p ® v) et ergodique. De plus, pour tout

u=Rxe X, ona

log([[ Yo -+ Yax|/lIxll) = 22—y 0(Yis Wiw1) - Pu-pos.
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Iy (

On munit X de la métrique suivante (compatible avec la topologie
induite de RY)
d(u,v) = [[xAyl
9y

pour tout v =Rx,v =Ry € X.
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Régularité du cocycle

On munit X de la métrique suivante (compatible avec la topologie
induite de RY)

d(u,v) = ””;”AH);””, pour tout u = Rx,v =Ry € X.

Alors, il existe C > 0 tel que pour tous u,v € X et tout g € G,

lo(g,u) —o(g,v)| < CN(g)d(u,v)
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Régularité du cocycle

On munit X de la métrique suivante (compatible avec la topologie
induite de RY)

d(u,v) = ””;”AH);””, pour tout u = Rx,v =Ry € X.

Alors, il existe C > 0 tel que pour tous u,v € X et tout g € G,
|O'(g7 U) - U(ga V)‘ < CN(g)d(U, V)

Pour tout k > 0, il existe C; > 0 tel que pour tous u,v € X et
tout g € G,

o(g,u) — o(g, v)| < C(1+log"™*! N(g))Hx(d(u, v)),

ou H.(z) = |log(z/2)|7".
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Posons X, := o(Yn, Wa_1) = Ay, An = Yn - Y1 et Fo :=0o{Yo}.
Alors, pour tout n > 1,

IE(Xa|Fo)llp < SUPy,vex E(lo(Yn, An—1 0 u) — a(Yn, Ap-1 0 V)|)
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Controle des "termes projectifs”

22/ 22

Posons X, := o(Yn, Wa_1) = Ay, An = Yn - Y1 et Fo :=0o{Yo}.
Alors, pour tout n > 1,

IE(XalFo)llp < supy vex E(lo(Yn, An-1 0 u) = o(Ya, Ap-10v)])

D’aprés |'estimation précédente, il vient que pour tout k > 1, si
a un moment d’ordre x,

IEQXGIFo)llp < Cestupyyex E(He(d(Ap-10 4, Ap1 0v))



Controle des "termes projectifs”
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Posons X, := o(Yn, Wa_1) = Ay, An = Yn - Y1 et Fo :=0o{Yo}.
Alors, pour tout n > 1,

IE(XalFo)llp < supy vex E(lo(Yn, An-1 0 u) = o(Ya, Ap-10v)])

D’aprés |'estimation précédente, il vient que pour tout k > 1, si
a un moment d'ordre k,

IEQXGIFo)llp < Cestupyyex E(He(d(Ap-10 4, Ap1 0v))
D’aprés Jan (2001), pour tout 0 < a < 1, il existe C, > 0 tel que

SUP, vex E(H,i(d(An_l ou,Ap_1 0 v)) < ﬁ



