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RESUME. Ces notes de cours sont issues d’un cours de M2 sur la géométrie torique donné en
2021 a 'université de Rennes.

La géométrie torique est un riche sujet a l'intersection de différentes branches des ma-
thématiques telles que la géométrie algébrique, la géométrie symplectique, la géométrie et
I’analyse convexe, la combinatoire, etc. Le point de vu de ce cours est celui de la géométrie
algébrique, et on se restreindra dans tout le cours au corps des nombres complexes.

Les objets étudiés sont les variétés toriques, variétés complexes munies d’une action effec-
tive d’un tore complexe avec une orbite ouverte et dense. L’existence de cette action simplifie
drastiquement leur description : elles sont encodées par des éventails de cones polyhédraux
strictement convexes dans un espace vectoriel réel. Ces objets issus de la géométrie convexe
fournissent un nouveau langage dans notre dictionnaire algebro-géométrique pour décrire
les variétés toriques. Celui ci permet d’obtenir des preuves simples de résultats profonds, et
donne également de maniére explicite une riche famille d’exemples de variétés algébriques.

Malgré le fait que les variétés toriques sont tres particulieres dans le spectre des variétés
algébriques, elles donnent une bonne classe d’exemples pour se familiariser avec de nombreux
concepts, et également, de maniere plus ambitieuse, pour tester des théories nouvelles et des
conjectures.
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Chapitre 1

Rappels sur les variétés

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de géométrie algébrique qui seront utilisées dans
ce cours. Les preuves des résultats énoncés peuvent étre trouvées dans [CLO].
1. Variétés affines

Soit n un entier positif.

1.1. Premieres définitions. L’espace affine de dimension n sur C est 'ensemble
C" ={(a1,..., an) : a; € C}.
Soient fi,..., fs des polynémes de C|[zy,..., x,]. On pose
V(fi,..., fs) ={(a1,..., a,) €C" : fi(a1,..., an) =0 pour tout ie{l,..., n}}.

On appelle V(f1,..., fs) la variété affine définie par les polynémes f1,..., fs. Ces variétés
affines sont les cartes locales qui permettent de définir les variétés algébriques, objets d’étude
de ce cours. On note tout d’abord que ’ensemble des variétés affines est stable par union et
intersection.

LEMME L.1.1. SV et W sont des variétés affines alors, VUOW et VW sont des variétés
affines. De plus, si V =V (f1,..., fs) et W =V(q1,..., g¢), alors :

VoaW=V(fi,..., fes 91,--.,9t) et VOW=V(fg; :1<i<s, 1<j<t).
EXERcICE 1.1.2. Démontrer le Lemme 1.1.1.
L’objet algébrique qui définit une variété est un idéal :
DEFINITION 1.1.3. Un sous-ensemble I < C[z1,..., x,] est un idéal si

(1) I est un sous-groupe de C[z1,..., z,] (pour addition),
(2) Vfel, YheClxy,..., x|, hf el
On rappelle que C[xz1, ..., x,] est noethérien, et donc que tout idéal I de Clxq, ..., z,]

admet une base, c’est a dire une famille génératrice finie de I (en tant que module sur
(C[:L'la AR :En]) :

THEOREME 1.1.4 (théoréme de la base de Hilbert). Tout idéal I < Clz1, ..., x,] admet
un ensemble fini de générateurs, c’est-a-dire, il existe g1,..., g¢ € I tel que
I:<g17"'7gt>

ol
<gla DRI gt> = {hlgl + ...+ htgt7 h’L € C[.’L’l, ey wn]}
Les bases d’un méme idéal définissent la méme variété affine.
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6 I. RAPPELS SUR LES VARIETES

LEmME 1.1.5. 8% f1,..., fs et g1,..., g+ sont des bases du méme idéal, c’est-a-dire si

<f17---afs>=<917---,gt>,
alors
V(fi,ooos fs) =V(g1,..., gr)-

EXERCICE 1.1.6. Démontrer le Lemme précédent.
On peut alors définir :

DEFINITION L1.1.7. Soit I un idéal de C[z1, ..., z,] . On note V(I) la variété affine associée
a I, définie par :
V(I):={aeC"|Vfel, f(a) =0}

Inversement, on obtient un idéal & partir d’une variété affine.
DEFINITION 1.1.8. Soit V < C™ une variété affine. On pose
I(V)={feCl|zx1,..., xzn]|YaeV, f(a) =0}.
L’ensemble I(V') est appelé idéal de V.
EXERCICE 1.1.9. Vérifier que (V') est un idéal.

Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 1.1.10. Si f1,..., fs € Clx1,..., xn], alors {f1,..., fsy < L(V(f1,..., fs)).

ExERcICE 1.1.11. Donner un exemple ou I'inclusion du lemme ci-dessus est stricte.
La donnée V +— I(V') renverse les inclusions :
PROPOSITION 1.1.12. Si V < W sont deux variétés affines de C", alors I(W) < I(V).

1.2. Correspondance entre idéaux et variétés affines. Pour un idéal engendré par
fiy..., fs € Clzy,,..., x,] on peut construire la variété affine V(f1,..., fs). Inversement, si
I'on se donne une variété affine V' de C", on construit un idéal I(V) de C[xzy,..., z,]. Le
Nullstellensatz de Hilbert permet de faire une correspondance entre ces deux constructions,
en ajoutant une restriction sur les idéaux considérés. On considere les applications

I: {variétés affines de C"} — {idéaux de Clxy,..., z,]}
V - LV)
et
V: {idéaux de C[z1,..., 5]} — {variétés affines de C"}
I — V().
Les résulstats fondamentaux sont les suivants :

THEOREME 1.1.13 (Nullstellensatz faible). Siun idéal I = Clz1,..., z,] vérifie V(I) = &,
alors I = Clzy, ..., ).

THEOREME 1.1.14 (Nullstellensatz de Hilbert). Si f, f1,..., fs € C[z1,..., x,] sont tels
que fe(V(f1,..., fs)), alors il existe m € N* tel que f™ € (f1,..., fs).

Ce dernier motive la définition suivante :

DEFINITION 1.1.15. Un idéal I est radical si pour tout f € Clx1,...,2,], f™ € I pour un
certain m € N* entraine f € I.
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LEMME 1.1.16. Soit V' une variété affine. I(V') est un idéal radical.

DEFINITION 1.1.17. Soit I < C[x1,..., z,] un idéal. Le radical de I, noté v/I, est I’en-
semble

VI={feClzy,...,2z,] | IMmeN* fmel}.
LEMME 1.1.18. /T est un idéal radical de Clx1,. .., x,].
On peut alors reformuler le résultat de Hilbert :
THEOREME 1.1.19 (Nullstellensatz fort). Si I est un idéal de Clx1,..., x,], alors
I(V(I)) = VI
De la découle la correspondance entre idéaux et variétés.

THEOREME 1.1.20 (Correspondance idéaux-variétés). On a les résultats suivants pour les
applications I et 'V :

(1) I et V renversent l'inclusion.
(2) Pour toute variété affine V, on a V(I(V)) =V (en particulier I est injective).
(3) Les applications
I: {wvariétés affines de C"} — {idéauz radicaur de Clx1,..., x,]|} et
V : {idéaux radicaux de Clx1,..., x,]} — {variétés affines de C"}
sont des bijections réciproques.

1.3. Variétés irréductibles et idéaux premiers.

DEFINITION 1.1.21. Une variété affine V < C" est dite irréductible si pour toute égalité
V=ViuVyoulj et V5 sont des variétés affines de C", ona V=V, ou V = Vs.

DEFINITION 1.1.22. Un idéal I < C[x1, ..., z,] est dit premier si Vf, g € Clz1,..., s],
si fgel, alors felougel.

ProposiTION 1.1.23. Soit V' < C" une variété affine. Alors, V est irréductible si et
seulement si I(V') est un idéal premier.

EXERCICE 1.1.24. Démontrer la proposition précédente.

Les fonction I et V induisent donc une correspondance entre les variétés affines irréduc-
tibles de C™ et les idéaux premiers de C[zq,..., z,]. Parmis les idéaux premiers, les idéaux
maximaux jouent un role particulier.

DEFINITION 1.1.25. Un idéal I < C[z1, ..., ,] est dit mazimal si I # Clz1, ..., x,] et si
tout idéal J contenant I est tel que J =1 ou J = C[z1,..., z,]. Unidéal I c Clxy,..., x,]
est dit propre si I # Clxy, ..., zp].

EXERCICE 1.1.26. Un idéal maximal de C[z1, ..., z,] est premier.

PROPOSITION 1.1.27. L%déal I = {x1—aq,..., tn—any < Clzy,..., zy] ot ay,..., a, € C
est maximal.

En fait, on a la réciproque :
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THEOREME 1.1.28. Tout idéal maximal de Clx1, ..., x,] est de la forme
(x1—ai,...,an—any oU ap,...,a,€C
Il y a donc une correspondance entre les idéaux maximaux de C[z1,..., x,] et les point

de C™. Afin d’étendre ce résultat et caractériser les points d’une variété affine, on a besoin de
I’anneau de coordonnées d’une variété.

1.4. Anneau de coordonnées d’une variété affine. Pour étudier certaines notions
géométriques d’une variété affine, il est plus commode d’utiliser son anneau de coordonnées,
plutét que son idéal.

DEFINITION 1.1.29. Soient V < C™ et W < C" deux variétés affines. Une fonction
® .V - W est dite application polynomiale ou application réguliére s’il existe f1,..., fn €
Clzx1, ..., ] telles que pour tout a € V,

D(ar,...,am) = (fi(ar,...; am)y-.., fular,..., am)).
On dit que (fi,..., fn) représente P.

PropoSITION 1.1.30. Soit V < C" une variété affine. Alors,

(1) f, g€ Clz,..., z,]| représentent la méme fonction polynomiale sur V si et seulement
si f—gel(V).

(2) (fi,---, fn) €t (g1,..., gn) représentent la méme application polynomiale de V wvers
C™ si et seulement si f; — g; € (V') pour tout i€ {1,..., n}.

On note C[V] la collection des fonctions polynomiales définies sur V' & valeurs dans C.

DEFINITION 1.1.31. On appelle C[V] I'anneau de coordonnées (ou anneau des fonctions
régulieres) de la variété affine V.

LEMME 1.1.32. Soit V' une variété affine, alors C[V] = C[zy,..., z,]/I(V).

ProrosiTION 1.1.33. Soit V une variété affine. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes.

(1) V est irréductible ;

(2) I(V') est un idéal premier;

(3) C[V] est un anneau intégre.

EXERCICE 1.1.34. Prouver le lemme et la proposition précédents.

La correspondance entre variétés et idéaux donne alors :

ProprosITION 1.1.35. Deux variétés affines sont isomorphes si et seulement si leurs an-
neaux de coordonnées sont isomorphes.

De plusn, les anneaux de coordonnées de variétés affines peuvent étre caractérisés parmis
les C-algebres :

ProproSITION 1.1.36. Une C-algébre R est isomorphique a l’anneau de coordonnées d’une
variété affine si et seulement si R est une C-algébre de type fini sans nilpotent non-nul.

Par ailleurs, on peut caractériser les points d’une variété affine a I’aide de son anneau de
coordonnées :
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ProproSITION 1.1.37. Soit V' une variété affine. Pour tout point p € V', l’ensemble

{feC[V]| f(p) =0}
est un idéal mazimal de C[V']. Tout idéal mazimal de C[V'] est de cette forme.
REMARQUE 1.1.38. Afin de souligner le lien entre V' et C[V'], on notera
V' = Spec(C[V]).

Le foncteur Spec peut étre défini pour toute C-algebre de type fini sans nilpotent R en posant
Spec(R) l'ensemble de ces idéaux maximaux. En principe, la construction de Spec nécessite
de considérer tous les idéaux premiers (dans ce cas, notre Spec serait plutot noté Specm pour
préciser la restriction sur les idéaux maximaux). Comme notre cours ne fera pas intervenir les
schemas, cette restriction n’a pas d’importance.

1.5. Topologie de Zariski. Les variétés que 1’on considérera disposeront de deux to-
pologies, la topologie usuelle (induite par celle de C™) et celle de Zariski. Soit V' une variété
affine de C".

DEFINITION 1.1.39. Une sous-variété W < V de V est la donnée d’une variété affine W
de C" incluse dans V.

DEFINITION 1.1.40. Soit V une variété affine. Sa topologie de Zariski est la topologie dont
les fermés sont donnés par les sous-variétés de V.

EXERCICE 1.1.41. Montrer que la topologie de Zariski est plus grossiere que la topologie
usuelle.

On donne quelques résulstats et définition utiles sur la topologie de Zariski.

PROPOSITION 1.1.42. Soit S < C™. La variété affine V(I(S)) est la plus petite variété
affine contenant S.

DEFINITION 1.1.43. La cloture de Zariski d’un sous-ensemble S < C" est la plus petite
variété affine contenant S'; on la note S. On a S = V(I(9)).

PropPOSITION 1.1.44. Si V et W sont des variétés affines tel que V. W, alors W =

VoW-=V).

Soient fi, ..., fs € C[V]. Ces fonctions régulieres induisent une application polynomiale
® : V — C?® définie par ®(z) = (fi(x), ..., fs(x)). La correspondance entre variétés et
anneaux de coordonnées donne alors une application ®* via

o*: Clxy,...,zs] — C[V]
P — Pod.

On note Y = Im(®) la fermeture de Zariski de I'image de ®.
LEMME 1.1.45. L’application ®* satisfait ker(®*) = I(Y).
EXERCICE 1.1.46. Prouver ce lemme.

Certains ouverts de Zariski sont eux mémes des variétés affines, et jouent un réle particulier
dans la définition des variétés abstraites. Soit f € C[V]\{0}. On pose

Vi={peV|flp)#0}cV

EXERCICE 1.1.47. Montrer que V; est une variété affine.
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On suppose de plus que V' est irreductible, de tel sorte que C[V] est integre et C(V), le
corps des fractions de C[V], est bien défini. On pose alors C[V']; la localisation de C[V'] en

f:

C[V]; := {fim e C(V)|ge C[V],meN}.

PROPOSITION 1.1.48. Sous ces conditions, Spec(C[V]¢) = V5.
EXERCICE 1.1.49. Montrer la proposition précédente.

1.6. Variétés affines lisses, singuliéres, normales. L’essentiel des variétés que nous
rencontreront dans ce cours seront normales. Ceci impose en particulier une restriction sur
leurs singularités.

DEFINITION 1.1.50. Soit R un anneau inteégre et K son corps de fraction. L’anneau R
est normal si tout élément o € K qui est entier sur R (c’est-a-dire, a est une racine d’un
polynome unitaire de R[x]) vérifie o € R.

DEFINITION 1.1.51. Une variété affine irréductible V est normale si son anneau de coor-
données C[V'] est normal.

EXEMPLE 1.1.52. La variété C™ est normale, car son anneau de coordonnées C[z1, ..., z,]
est factoriel.

EXEMPLE 1.1.53. La variété C' = V(23 — y?) = C? est une courbe plane irreductible et
non normale (considérer (%)2 = z dans C[C]).
Une variété affine V admet une normalisation définie de la manieére suivante. Soit
C[V] ={aeC(V) : a estentier sur C[V]}.
On appelle C[V]' la cléture intégrale de C[V].
PROPOSITION 1.1.54. L’anneau C[V']" est normal et est une C-algébre de type finie.

On obtient ainsi une variété affine normal
V' = Spec(C[V]).

On appelle V' la normalisation de V. L’inclusion naturelle C[V] < C[V]' = C[V’] correspond
a une application V' — V' ; c¢’est 'application de normalisation.

Pour définir un point lisse d’une variété affine irreductible V' < C", on a besoin de la
notion d’anneau local. Soit pe V.

DEFINITION 1.1.55. L’anneau local Oy, de V au point p est défini par

ovy = {L e sgecvlom #o}.
On définit également l'idéal my, :

myp = {¢ € Oy, | é(p) = 0}

PROPOSITION 1.1.56. L’déal my,, est l'unique ideal mazimal de Ov,p. En particulier, Oy,
est un anneau local.

On peut alors définir [’espace tangent de Zariski de V' au point p par
Tp(V) = Homc(mv;p/m%/,p, (C).
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EXERCICE 1.1.57. Montrer que dim(7},(C")) = n pour tout p € C".
Une maniere de calculer cet espace tangent est la suivante :

LEMME 1.1.58. On suppose que I(V') = {f1,..., fs). On pose pour tout i € {1,...,s} la
différentielle de f; en p :

of; of;
dy(fi) := (9:51 (p)z1+ ...+ 61]; (p)zy.

Alors .
Ty(V) = [ |ker(dy(f:)).
i=1
En particulier, dim(T,(V)) < n.

On rappelle que la dimension de V' (ou V' est irreductible) est le maximum des entiers r € N
tels qu’il existe une chaine de sous-varieté de V de longueur r : {a} c Vi c Vo c...c V, =V
ou V; est une sous variété irreductible stricte de V1.

DEFINITION 1.1.59. Le point p € V est dit lisse ou non singulier si dimT),(V') = dim(V).
Sinon, p est dit singulier. Enfin, V est lisse si tous ses points sont lisses.

EXEMPLE 1.1.60. L’espace C" est lisse. La courbe V(2® —y?) a pour unique point singulier
le point (0, 0).

On termine par la proposition (non triviale) suivante :

ProOPOSITION 1.1.61. Une variété affine irreductible et lisse est normale.

REMARQUE 1.1.62. La réciproque n’est pas vrai : V(zy — zw) < C* est normale mais
singuliere a l'origine.

2. Variétés abstraites

On rappelle dans cette section des résultats et définitions sur les variétés abstraites, ob-
tenues par recollement de variétés affines.

2.1. Fonctions réguliéres sur les variétés affines. Soit V' = Spec(R) une variété
affine ou R est une C-algebre commutative de type fini sans nilpotent. On étend les notations
de la section précédente a ce cadre plus abstrait. En particulier, on pose, pour f € R, V(f) =
{p € Spec(R) | f € p}. On définit également I'ouvert de Zariski Vy = VA\V(f). On a Vy =
Spec(Ry) ot Ry est le localisé de R en f.

REMARQUE 1.2.1. A D'aide d’un isomorphisme R ~ Clz1,...,xn]/I, on voit que la condi-
tion f € p est équivalente & f(p) = 0, ou f est un représentant de f dans C[x1,...,x,] et p est
le point de V' correspondance a p. Dans la suite, on fera systématiquement cette identification.

L’anneau C[V] = R est formé de toutes les applications régulieres sur V. Pour définir
les variétés abstraites, on va localiser la notion d’application réguliere. On rappelle que les
ouverts V; forment une base de la topologie Zariski sur V.

DEFINITION 1.2.2. Soit U < V un ouvert de Zariski. On dit que la fonction ¢ : U — C est
réguliere si pour tout p € U, il existe f, € R telle que pe Vi, < U et gzb‘vfp € Ry,. On définit

Oy(U) ={¢p:U — C : ¢ est réguliere}.
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On rappelle que la condition p € V} implique que f,(p) # 0 et que ¢|pr € Ry, implique
a
¢ = Tpp pour a, € R et n, € N. Une application réguliere est donc localement définie par

P
une fraction de fonctions polynomiales sur V. Ceci généralise bien la notion d’application
polynomiale :

PROPOSITION 1.2.3. Soit V' = Spec(R) une variété affine. Alors

(1) Oy (V) = R.
(2) Si f e R, Ov(Vf) = Rf.
DEMONSTRATION. Preuve de (1) : Tout élément de R définit une fonction réguliere sur
V. Donc R < Oy(V). Soit ¢ € Oy (V). Pour tout p € V, il existe fy,a, € R tel que pe Vy, et
a
¢ = ]Tfp sur pr.

P
Soit I = {f,” : pe V). OnaV() = & car f,(p) # 0 pour tout p € V. Ainsi, par le

Nullstellensatz +/T = I(V(I)) = R. Donc il existe S = V fini et des polynémes g, pour p € S

tel que
1= Z 9p P
peS

Donc

¢:ngf;p¢:29pap€R .

peS peS
On obtient ainsi le premier point.

Preuve de (2) : Soit U < Vy un ouvert de Zariski. L’'ouvert U est aussi de Zariski dans V' et
pour tout g € R tel que V, c U, on a V; = V4 qui a pour anneau de coordonnées

Ryg = (Rf)g/fl
pour tout entier [ € N. Comme V, est un ouvert de Vy et Vi, un ouvert de V', on déduit
Oy (U) = Oy, (U). En posant U = Vy, nous avons
Oy (Vy) = Oy, (Vy) = Ry
ou la derniere égalité découle en appliquant le premier point. O

Quand V = Spec(R) est une variété irréductible, on peut décrire les fonctions régulieres
avec les anneaux locaux :

Ov,p = {g eC(V) : f,geC[V]etg(p) # O}

définis pour tout point p € Spec(R). Une fonction rationnelle de C(V') se trouve dans I'anneau
local Oy, si elle est réguliere dans un voisinage de p. Donc pour tout ouvert U de V, on a

(1) Ov(U) = (] Ov.p.
pelU

Ainsi les fonction régulieres de U sont les fonctions rationnelles de C(V') qui sont définies
partout sur U. Si U =V, la Proposition 1.2.3 implique

() Ov.p = Ov(V) =R =C[V]
peV
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2.2. Variétés affines vues comme espaces annelés. Soit V' une variété affine. L’ap-
plication qui & un ouvert de Zariski U associe Oy (U) possede les propriétés suivantes :
e Quand U’ < U, la Définition 1.2.2 montre qu’il existe une application de restriction

pu,ur : Ov(U) — Oy (U”)

telle que
(1) pu,vr(9) = ¢ et pu,v =id;
(i) pur,v7 o pu,ur = pu,ur lorsque U” < U’ < U.
e Soit {U,} un recouvrement ouvert de U < V. La suite de morphismes

0 —— 0y (U) — [[Oov(U) =3 [[Ov(Ua nUs) — 0
a a, B

est exacte. La seconde fleche est définie par les restrictions py 7, et la double fleche

par les applications pu, U,nUs — PUs, UsnlUs-
Dans le langage de la théorie des faisceaux, ces propriétés montrent que Oy est un faisceau de
C-algebres appelé faisceau structural de V. Le couple (V, Oy ) est appelé espace annelé sur C.
Comme Oy (U) = Oy, (U) pour tout ouvert U de Vy, on écrit Ovy; = Ov;. En terme d’espace
annelé, on a (Vf, OV|Vf> = (Vf, va).

Une application réguliere ® : V3 — V5 entre deux variétés affines correspond a 1'homo-

morphisme de C-algebres

o*: C[Ve] — C[Vi]
p — wpod.

DEFINITION 1.2.4. Soit U; < V; un ouvert de Zariski de la variété affine V; pour i € {1, 2}.
Une application ® : U; — Us est un morphisme si ’'application ¢ — @o® définit un morphism
d’algebres

O* : Oy, (Uz) — Oy, (Uy).

On dit que le morphisme ® : U; — Us est un isomorphisme si ® est bijective et sa fonction
inverse ®~1 : Uy — U; est aussi un morphisme.

2.3. Variétés abstraites : recollement de variétés affines. Avant de définir une va-
riété abstraite, on commence par montrer comment I’espace projectif CP™ peut étre construit
a l'aide de recollements de variétés aflines.

ExeEMPLE 1.2.5. L’espace projectif
CP" = (C™*1\{0})/C*

(ou l'action de C* est celle des homothéties) est recouvert par des ouverts affines

Zo Ti—1 Tit1 T,
U;=Spec|(C|—,..., , e, —

pour i € {0,..., n}. Pour i # j, on a (Ui)a:j/zi c U, (Uj)xi/xj c Uj et un isomorphisme

gji (Ui)z]-/wi - (Uj)zi/xj
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donné au niveau des anneaux de coordonnées par

R O T e O
J J J J i i i i
T T €T
L T Z;
On recolle donc U; et U; a travers gj; en notant que les ouverts (U;) 2, /o; € (Uj)zi . donnent

le méme ouvert U; n U; dans CP". Inversement, on peut partir des ouverts U; =~ C" et des
recollement gj; donnés ci-dessus. Comme g;; = gj_l-1 et gxi = gkj©9ji, le recollement des ouverts
U; donne bien une variété complexe, isomorphe a ’espace projectif CP".

On passe au cas général. On suppose que 1'on possede une collection finie {V,,} de variétés
affines et pour chaque paire «, 8 on a des ouverts Vg, < V,, et des isomorphismes ggq : Vo —
Vap (cf Définition 1.2.4) vérifiant les conditions de compatibilité :

(1) gap = gﬁ_; pour tout « et .

(2) 98a(Vga N Vya) = Vag N0 Vig et gya = 948 © gga sSur Vo NV, pour tour a, 3 et v.
Soit Y la réunion disjointe des ouverts V. On définit la relation ~ sur Y par

a~beaeV,, beVs pour un certain a, 3 avec b = ggq(a).

Les conditions (1) et (2) ci-dessus montrent que ~ est une relation d’équivalence. On peut
former 'espace quotient X =Y/ ~ avec la topologie quotient. Pour chaque «, on pose

Uy ={lale X : aeV,} .
Donc U, < X est un ouvert et ’application
ho: Voo — U,
a — Ja]
définit un homéomorphisme. Ainsi, localement, X est isomorphe & une variété affine.

DEFINITION 1.2.6. On appelle X variété abstraite définie & partir de la collection des
variétés affines {V,}.

Une variété abstraite vient équipée avec la topologie de Zariski pour laquelle les ouverts
sont des ensembles dont la restriction a chaque U, est un ouvert. Les fermés de Zariski sont
appelés sous-variétés de X. On dit que X est irréductible, si X n’est pas 'union de deux
sous-variétés propres. Si X est une variété abstraite quelconque, il existe une famille fini de
sous-variétés irréductibles Y7, ..., Y; tel que Y; € Y; pour i # j et

X=Yu...uY;

On dit que les Y; sont les composantes irréductibles de X.
Soient X et Y deux variétés abstraites obtenues par recollements via des ouverts affines

X=|JUa et Y={]Uj
a 5

Un morphisme ® : X — Y est une application continue (pour la topologie de Zariski) telle
que les restrictions
(I)‘UarW@*l(U;}) : Ua N @71(1‘]&) i Ué

sont des morphismes au sens de la Définition 1.2.4.
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2.4. Faisceau structural d’une variété abstraite. Avec les notations qui précedent,
soit U un ouvert de X et W, = hy'(U n U,) < V. Une fonction ® : U — C est régulicre si
P o how, : Wa — C est réguliere pour tout a. Les conditions de compatibilités montrent que
I’application est bien définie. On peut donc définir

Ox(U)={®:U —>C : & estreguliere}.
On obtient ainsi le faisceau structural Ox de X. La variété abstraite X est donc un espace
annelé (X, Ox) avec un recouvrement {Uy,}, tel que <Ua, (Ox), Ua) est isomorphe a l’espace
annelé (Vy, Oy, ) de la variété affine V,,. On retrouve la définition classique de variété en
géométrie algébrique : un espace annelé localement isomorphe a I’espace annelé d’une variété

affine. En pratique, dans ce cours, nos variétés seront construites a 1’aide de la procédure de
recollement de la section précédente.

2.5. Sous variétés ouvertes et fermés. Soit X une variété abstraite et U < X un
ouvert. Pour un ouvert affine U, de X, U n U, est un ouvert de U,. Donc

UnUs =] (Ua);
fes

pour un ensemble fini S < C[U,]. L’ouvert U est alors lui-méme recouvert par des ouverts
affines. Ceci montre que U est une variété abstraite. Le faisceau structural de U est Oy :=

(Ox) -
De méme, si Y est un fermé de X, alors Y est une variété abstraite. On note ¢ : ¥ — X
le morphisme d’inclusion associé. Soit i, Oy le faisceau sur X définie par

Z*Oy(U) = (‘)y(U N Y)

On obtient par restriction & Y un morphisme de faisceaux Ox — i,Oy (c’est a dire la donné
d’un morphisme Ox(U) — 4Oy (U) pour chaque ouvert U vérifiant les compatibilités de
restrictions) qui a pour noyau le faisceau Jy < Ox défini par

Iy(U)={feO0x(U) : f(p) =0 pour tout pe Y nU}.

On a une suite exacte de faisceaux

0 jy OX Z.>x<OY — Oa

ou 'on rappelle qu'un morphisme de faisceau ¢ : F — G est injectif si ¢y : F(U) — G(U) Vest
pour tout ouvert U tandis que ¢ est surjectif si les germes ¢, : F, — G, sont surjectifs pour
tout les points x.

REMARQUE 1.2.7. A partir de maintenant, les variétés abstraites seront simplement ap-
pelées variétés.

2.6. Anneaux locaux, fonctions rationnelles, régularité. Soit p un point d’une
variété affine V. Les éléments de I’anneau local Oy, sont les quotients f/g avec f, g € C[V]
et g(p) # 0. Comme p € Vg, V; est un voisinage de p dans V' et f/g est une fonction réguliere
sur V. On peut donc voir les éléments de Oy, , comme des fonctions régulieres définies sur un
voisinage de p.

On peut étendre cette idée dans le cas des variétés. Soit p un point de X et Uy, Uy des
voisinages de p. Les fonctions régulieres f; : Uy — C et fo : Uy — C sont équivalentes au
point p, que l'on écrit fi ~, fo, s’il existe un voisinage U de p tel que p e U < Uy n Uy et
Mo, = P2y,
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DEFINITION 1.2.8. Soit p un point d’une variété X. Alors
Ox,p = {f : U — C réguliere : U voisinage de p}/ ~,
est 'anneau local de X en p.

Chaque élément ¢ € Oy, , possede une valeur bien définie ¢(p). L’idéal

my , ={¢€0x, : ¢(p) =0}
est I'unique idéal maximal de Ox , qui est donc un anneau local.

Quand X est irréductible, on peut ainsi définir le corps des fonctions rationnelles C(X).
Une fonction rationnelle sur X est une fonction réguliere f : U — C définie sur un ouvert
de Zariski U non vide. Deux fonctions régulieres f1 : Uy — C et fy : Uy — C de X sont
équivalentes si elles sont égales sur un ouvert U < U; n Uy non vide. La classe des fonctions
rationnelles de X est appelée corps des fonctions rationnelle de X, noté C(X).

Enfin, on peut donner les notions de normalité et de régularité pour les variétés :

DEFINITION 1.2.9. Une variété X est normale si elle est irréductible et les anneaux locaux
Ox,p sont normaux pour tout p € X.

PROPOSITION 1.2.10. Soit V' une variété affine irréductible. Alors, C[V'] est normal si et
seulement si les anneaux locaux Oy, , sont normauzx pour tout p € X.

La Définition 1.2.9 et la Proposition 1.2.10 donnent :

ProprosITION 1.2.11. Soit X une variété irréductible avec un recouvrement par des ouvert
affines V. Alors X est normal si et seulement si Vi, est normale pour tout o.

Soit p € X un point. On note dim, X le maximum des dimensions des composantes
irréductibles de X contenant p.

DEFINITION 1.2.12. Soit X une variété. Un point p de X est lisse si dim7pX = dim, X.
La variété X est lisse si chaque point de X est lisse.

On encourage bien entendu le lecteur a s’exercer en démontrant les faits énoncés sans
preuve.
Fin du premier cours



Chapitre 11

Tores complexes

Le tore complexe (C*)" est ’exemple le plus simple de variété torique. Dans ce chapitre,
on va faire une étude détaillée des tores complexes. On introduira au passage des notions
utiles dans tout le cours.

1. Le tore complexe

Le tore complexe est le complémentaire de la réunion des diviseurs suivants dans C" :
D;:={z=(21,...,2,) € C", z; = 0},
c’est a dire
n
c* =cm\ | Ds
i=1
On en déduit que le tore complexe est une variété affine.

Exercice II1.1.1. Montrer que le tore complexe est la variété affine associée a l'idéal
premier (x1-x2 ... &,y — 1) dans C[zy,...,z,,y]. Montrer, de maniére équivalente, que
I'anneau des fonctions régulieres C[(C*)™] de (C*)™ est isomorphe &

(C[xz](x1xn) = C[$17 xl_la sy Ty xgl]a
la localisation de C[z;] en 27 - ... - x,, appelé anneau des polynémes de Laurent.

Le tore complexe est également un groupe, via la multiplication coordonnée par coordo-
neée. Les deux structures sont en fait compatibles, et (C*)™ est un groupe algébrique. Ceci
signifie que les morphismes induits par multiplication et inversion :

(A 1) = A= (i)
et
i: (C)" — (Gl
A e AThi= (0

sont des morphismes de variétés affines.

EXERCICE I1.1.2. Montrer que m et i sont des morphismes de variétés. Quel est le mor-
phisme de C-algebre induit par m de (C[ziﬂ] vers (C[a:lil] ® (C[yiﬂ] ?

La multiplication m peut aussi étre vue comme une action du tore complexe sur lui méme
(C*)™ ~ (C*)™. Cette action induit une structure de (C*)"-module (& droite) sur C[(C*)"]
via :

(CH" xClzf'] —  Clzi']

A f@) o~ fO ).

17
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On remarque que pour tout m = (mq,...,my,) € Z", action du tore prend une forme simple
sur le monome x| x5 ..z

O e e D I G .Y et e e
ou 'on a introduit le caracteére
XTA) = AT LA
Comme le tore complexe est abélien, 'action de tous ses éléments peut étre simultanément
diagonalisée, ce qui donne la décomposition selon les poids :
Clz'l= @ Clz{1m,
mezn

ou l'on pose pour tout m € Z™ 'espace propre associé au caractere x :
Clzf ] = {f e C[zF ]| YN A f = X"\ f} =C -2y ™a,™ .z,

3 n

Explicitement, cela donne :
Clzi']= P C-aah?. .,

mez"
ou l'on utilise la notation C - z]" 25" ... 2" pour définir 'espace vectoriel complexe de di-
mension 1 engendré par | x5 ... z]".

REMARQUE II.1.3. Le fait que 'action sur ’algebre des fonctions soit une action a droite
et soit donnée par A - f = f(A~!:) impose le signe C[z;'],, = C -z ™2, ...2;™". On a
simplement défini l'action du tore de telle sorte que pour A € (C*)", (A- f)(A-x) = f(x).
Ce choix est standard et utile une fois que ’on considere la construction des variétés toriques
comme quotients de CV. Ceci sera expliqué, si le temps le permet, dans le dernier chapitre
du cours.

Un aspect intéressant de la théorie apparait ici : 'espace des poids dans cette décompo-
sition est un semi-groupe (en fait ici c’est un groupe, mais plus tard on aura affaire & des
semi-groupes). Comme les espaces-propres sont tous de dimension 1, ils sont en correspon-
dance avec le semi-groupe des caracteres Z". De plus, I’addition de deux caracteres correspond
a la multiplication des générateurs unitaires des espaces propres correspondants, on peut donc
retrouver toute l'algebre C[z'] & partir de Z". L’algébre C[z'] est appelée C-algébre en-
gendreée par le semi-groupe Z". On commence a voir une description combinatoire simple
du tore complexe, en partant de I’'objet géométrique (C*)™ nous avons obtenu une C-algebre
de type fini, qui & son tour est entierement décrite par un semi-groupe Z". Ce procédé sera
généralisé simplement pour produire des variétés toriques affines a partir de semi-groupes, en
remplacant Z" par un sous-semi-groupe satisfaisant des conditions assurant que la C-algebre
qu’il engendre est bien celle d’une variété affine.

2. Tores abstraits
Dans cette section on revoit de maniere intrinseque la notion de tore complexe.

DEFINITION I1.2.1. Un tore T est une variété affine isomorphe a (C*)™. Une tel tore hérite
alors de la structure de groupe venant de (C*)™.

Dans la suite, nous aurons besoin de la proposition suivante. Elle stipule que les sous-
groupes algébriques des tores sont des tores, et que 'image d’un morphisme de groupes algé-
briques entre deux tores est un tore.
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PROPOSITION 11.2.2. Soient T et Ty deux tores. Alors :

(1) Si @ : Ty — Ty est un morphisme de groupe, l’image de ® est un tore (en particulier
une variété affine) et est fermée dans Ts.

(2) Soit H < Ty une sous-variété irréductible de Th qui est également un sous groupe de
T,. Alors H est un tore.

On admettra sa démonstration qui repose sur la connaissance des caracteres :
DEFINITION I1.2.3. Un caractére d’un tore T est un morphisme de groupe y : T — C*.

ExXeEMPLE 11.2.4. Soit m = (ay,..., ap) € Z™. L’application
(t1,. ., ty) — tlll1~--t?l”

est un caracteére de (C*)™. Tous les caracteres de (C*)™ sont de cette forme. Ceci montre que
le groupe des caracteéres de (C*)™ est un groupe isomorphe a Z™.

Pour un tore T  arbitraire, les caractéres de T forment un groupe abélien libre M, ou réseau,
de rang égal & la dimension de T'. A un point m € M, on associe le caractere x" : T — C*.

DEFINITION I1.2.5. Un sous-groupe a un parameétre d'un tore T est un morphisme de
groupe A : C* — T

EXEMPLE 11.2.6. L’élément u = (by, ..., b,) € Z™ donne le sous-groupe a un parametre
A CF o (CH)m
t o (th L th).

Le groupe des sous-groupes a un parametre de (C*)™ est isomorphe a Z".

Pour un tore T arbitraire, les sous-groupes a un parametre forment un réseau N de rang
égal a la dimension de 7. Comme pour les caracteres, a un point u € N, on associe le sous-
groupe a un-parametre A% : C* — T.

Il existe un appariement entre les réseaux M et N, c’est a dire une application bilinéaire
(-, : M x N — Z définie de la maniére suivante : soit x" un caractere de 7' et A% un
sous-groupe a un-parametre de 7. La composition x™ o A" : C* — C* est un caractere de
C* qui est donné par ¢ — t! pour un certain [ € Z. On définit I = (m, u).

EXERCICE I1.2.7. Si T = (C*)", m = (a1,..., an) € Z" et u = (b1,..., by) €Z™ on a
n
{m, uy = Z a; b;
i=1

On déduit que les caracteres et les sous-groupes a un parametres d’un tore 7" forment des
réseaux M et N de rang égaux a la dimension de T', avec un appariement (-, -): M x N — Z
qui identifie N avec Homy (M, Z) et M avec Homz(N, Z). Les applications

N@Z(C* - T ot T — HomZ(M, (C*)
u@t > A1) z o {me X))

sont injectives. Comme Homy (M, C*) ~ N ®z C*, on en déduit qu’il existe un isomorphisme
N ®7 C* ~ T. 1l est alors d’usage d’écrire le tore T par Ty = N ®7 C* ou N est le groupe des
sous-groupes a un parametre de T'. Avec ce nouveau point de vue, le choix d’un isomorphisme
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entre Ty et (C*)" induit des isomorphisme M ~ Z"™ et N ~ Z" tels que M et N sont deux
espaces duaux pour l'appariement (-, -): M x N — Z.

Enfin, on terminera ce chapitre par un lemme utile sur les représentations du tore com-
plexe. Sa preuve repose sur le fait que si T" agit sur un espace vectoriel W, alors les w e W +—
t - w, sont simultanément diagonalisables (pour ¢ € T') car T' est abélien.

LEMME 11.2.8. Soit Ty — GL(W) une représentation linéaire complexe de dimension
finie d’un tore Tx. Pour tout caractére m € M = Homgz(N,Z) de Ty, on pose

Wpi={weW |VteTn, t-w=x"(t)w}
l’espace propre du poids m.
Alors

W= P W
meM

Dans les notations du lemme ci-dessus, 1'espace W, est constitué de vecteurs propres
simultanés pour tout les ¢ € Ty, associés aux valeurs propres x™(t), d’ou la terminologie.



Chapitre III

Variétés toriques affines

Dans ce chapitre, on étudie les variétés toriques affines (ou variétés affines toriques). On
commencera par des constructions explicites de telles variétés. Ces constructions utiliseront
des plongements explicites, des idéaux ou des anneaux de fonctions régulieres. Dans une
seconde section, on verra comment construire des variétés toriques affines a ’aide de cones.
Enfin, dans la derniere section, on étudiera les propriétés élémentaires de ces variétés.

1. Construction de variétés affines toriques

Dans cette partie nous donnons trois types de construction de variétés affines toriques. A
I’aide des caracteres, nous construisons une variété affine torique via un plongement. Ensuite,
nous donnons une construction via les idéaux de polynémes. La derniére construction se fait
a partir de ’algebre des polynomes. Nous terminons cette partie en montrant 1’équivalence
des trois constructions.

DEFINITION II1.1.1. Une variété affine torique est une variété affine irréductible V' conte-
nant un tore Ty ~ (C*)” comme sous-ensemble ouvert de Zariski et tel que l'action de Ty
sur lui méme se prolonge en une action algébrique de Tx sur V.

Par action algébrique, on entend une action T x V' — V donnée par un morphisme.
EXEMPLE II1.1.2. La variété affine V = V(zy — zw) = C* est torique et a pour tore
V A (CH* = {(ty, to, t3, titatz ) & t; e C*} = (C*) |
ou Iisomorphisme est donné par (t1, to, t3) — (t1, to, ts3, tltgtgl).

1.1. Construction a partir d’un réseau de point. Un réseau est un groupe abélien
libre de rang fini. Un réseau de rang n est isomorphe a Z". Un tore Ty admet un réseau des
caracteres noté M et un réseau des sous-groupes a un-parametre noté N.

Soit un tore T avec son réseau de caractere M. Soit A = {mq,..., ms} S M et x™ :
Tn — C le caractere associé a m;. On considere 'application

(I)AZ TN - s
to= (M), X ()

DEFINITION II1.1.3. La variété affine torique Y, est définie comme étant la cloture de
Zariski de I'image de ®4.

ProrosiTioN III.1.4. Soit A < M un ensemble fini et ZA < M le réseau engendré par
A. Alors Y, est une variété affine torique dont le tore a pour réseau de caractére ZA. En
particulier la dimension de Y, est le rang de ZA.

DEMONSTRATION. L’application ®, peut étre vue comme une application entre deux
tores @4 : Ty — (C*)%. Par la Proposition I1.2.2 du Chapitre II, I'image T' = ®4(Tx) est un

21
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tore qui est fermé dans (C*)%. Ceci implique que Y4 n (C*)® = T puisque Y, est la cloture de
Zariski de T'; donc T est ouvert dans Y.
Comme T est irréductible, sa cloture de Zariski Y, 1’est aussi.

On considere maintenant 'action de 7. Comme 7" < (C*)*) un élément ¢t € T agit sur C*
en envoyant une variété sur une variété (ceci car 'action 7' x C* — C* est un morphisme).
Pour tout t € T', nous avons T' =t -1 = t-Y,. Ceci montre que Y4 St - Y, ; en remplacant ¢
par t~1, nous obtenons t - Y, = Y, Donc l'action de T sur T induit une action de T sur Yj.
Y, est une variété affine torique.

Il nous reste & calculer le réseau de caractere de T' que I'on note M’. Comme T = ®4(Ty),
nous avons le diagramme commutatif suivant

De ce diagramme, nous obtenons le diagramme de réseaux de caracteres ci-dessous

ZS\M,/M

L’application @A envoie la base standard ey, ..., es de Z® sur my, ..., ms. Donc 'image de @A
est ZA. Par ce diagramme nous concluons que M’ ~ ZA. Donc ZA est le réseau de caractere
de YA. O

En termes concrets, si 'on fixe une base de M, on peut supposer que M = Z". Les
s vecteurs de A peuvent étre vus comme les colonnes d’'une matrice A de taille n x s a
coefficient entiers. Dans ce cas, dim Yy = rang(A). On verra que toute variété affine torique
est isomorphe & Y, pour un certain sous-ensemble fini A d’un réseau.

1.2. Construction a partir d’un idéal torique. Soit Y4 < C® = Spec(C|zy,..., x5])
une variété affine associée a l'ensemble A = {my,..., ms} comme dans la section précédente.
Dans cette partie, on va décrire I'idéal 1(Yy).

Dans la démonstration de la Proposition II1.1.4, nous avons vu que 'application d At

7® — M envoie e; sur m; pour tout ¢ € {1,..., s} ou (eq,..., es) est la base standard de Z°.
On note L = ker @ 4. On a une suite exacte

0 L > 7.° > M,
ol

L:{(ll,..., VA Zl mZ—O}

Pour tout I = (Iy,...,ls) € L, on pose [} = Z lie; et 1 =— Z l; e; . On remarque que
1;>0 1;<0
quel =1, —1_.
LEMME IIL.1.5. Le binome z'+ H x H :L’i_l" s’annule sur l'image de ® 4.

;>0 1;<0
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DEMONSTRATION. Soit [ = (Iy,..., ls) € L. On suppose pour simplifier les notations que
T S
l+=2li€i et I =— Z liei.
i=1 i=r+1

Par définition de [, nous avons

s

Zr]limi = — 2 lZT)”LZ
i=1

i=r+1

Donc pour tout t € Ty, nous avons
T S
H XM ()l = H X)) Cest-a-dire By (t)+ = ()
=1 i=r+1
ce qui termine la démonstration. ]
ProposiTION II1.1.6. L’%déal de la variété affine toriqgue Y, < C° est
I(Yy) =(at —ab |l —l_el)=@*—2° |a,BeN® e a—fel).
DEMONSTRATION. On note
Ip = =28 |a, feN* et a — e L)

et
I=(at —ab- |1, —1_el).

L’inclusion I < Ij, est immédiate. Montrons 'inclusion inverse. Soit ® — z” un générateur

S S
deI;,.Onal=a— € L.Si azz:oziei et Bzz&ei,onpose

i=1 i=1

/ / " "

o = Z e , = Z Biei , o = Z aje; et 7 = Z Bi €i
i=Bi =0 ;< o <pfi

de tel sorte que a =o' +a”, B=p"+5", 1 = (o/ — ') et I_ = (8" — "). Nous avons
wa _ x’B _ xﬁ/ (L'a/l ((L‘a/i'gl _ 1"8”70//> _ xﬁ/ xa// (xl"' _ xl_),
Comme z'+ — 2!~ € I, on déduit que 2% — % € I. Ainsi nous avons I, < I, c’est-a-dire I}, = I.
Par le Lemme I11.1.5, on a I, = I < I(Y4). Montrons que I(Y,) = I. On choisit un ordre

monomial sur Clzy,..., zs] (c’est a dire une relation d’ordre totale sur les monomes) et un
isomorphisme T ~ (C*)™. On peut donc supposer que M = Z" et que ®4 est I'application

(I)AI ((C*)n - (CS
to (L )

Si Iy, #1(Yy), il existe f € [(Y4)\I1, avec un monéme dominant minimal % (pour la relation

d’ordre fixée) ou a = (ay,...,as). Quitte & multiplier par un scalaire, z® devient le terme
dominant de f.
Comme f(t™,..., t") est identiquement nulle en tant que polynéme de C[t1,..., t,], f
doit contenir un monéme z? < 2% ot B = (by,..., bs) tel que
S S

[T =T ey

i=1 i=1
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S

S S
Nous avons Z a; m; = Z b;m; , c’est-a-dire oo — 8 = Z (a; — b;)e; € L. Donc 2® — 28 € Iy,

i=1 i=1 i=1
Par construction, g = f — 2% + 2% € I(Y)\L posseéde un monéme dominant strictement plus
petit que celui de f. Ceci est une contradiction. Donc I(Y,) = I. O

DEFINITION II1.1.7. Soit L < Z® un sous-réseau.
(1) L'idéal Iy, = (x® — 2P | o, BeN°® et a— B € L) est appelé idéal réseau.
(2) Un idéal réseau premier est appelé idéal torique.

EXEMPLE II1.1.8. Les idéaux (x3 — y?) et (w2 — yw) sont toriques.

ProprosiTION 1I1.1.9. Un idéal I < Clxy,..., xs] est torique si et seulement si I est
premier et engendré par des binomes.

DEMONSTRATION. Il est clair qu'un idéal torique est premier et engendré par des binomes.
Dans 'autre direction, supposons que I soit un idéal premier et engendré par des binomes
z% — 2%, On remarque que V(I) n (C*)* est non vide (il contient 1) et est un sous-groupe
de (C*)*. De plus, comme V(I) est irreductible, V(I) n (C*)® I'est aussi. Par la Proposition
I1.2.2 du Chapitre II, T':= V(I) n (C*)® est un tore.

La projection sur la i-eme coordonnée de (C*)® donne un caractére de T, que 'on note

x™i pour un certain m; € M. On voit alors que V(I) = Y4 pour A = {mq,...,ms}, et comme
I est premier, on a par le Nullstellensatz I = I(Y4). On en déduit que I est torique par la
proposition précédente. O

EXEMPLE II1.1.10. On considére la surface de C?*! paramétré par
d: C* - Cit!
(5,t) — (s% s, 547242 .. std=1 1d)
On note g, . .., x4 les coordonnées de C4+1 et I Clzo,. .., xq] I'idéal définie par
I={zizjy1 — i1z |0<i<j<d-—1) .
On a ®(C?) = V(I) (remarquez que V(I) n (C*)41 = &((C*)?)). Donc Cy = ®(C?) est une

~

variété affine. Comme I est engendré par des bindmes, 'idéal I est torique. Donc Cy est une
variété affine torique. La surface Cy est appelé cone rationnel normal de degré d.

1.3. Construction a partir d’un semi-groupe affine.

DEFINITION II1.1.11. Un semi-groupe est un ensemble S muni d’une loi de composition
interne associative et d’un élément neutre.

Pour étre un semi-groupe affine, on exige plus :

DEFINITION I11.1.12. Un semi-groupe S est un semi-groupe affine si :

(1) La loi de composition interne de S est commutative. On la notera additivement.

(2) S est engendré par un nombre fini d’éléments : il existe A < S fini tel que NA = S.
(3) S peut étre plongé (en tant que semi-groupe) dans un réseau M.

ExemMpLE III.1.13. Si M est un réseau et A < M un sous-ensemble fini, alors NA € M

est un semi-groupe affine. A isomorphisme pres, tous les semi-groupes affines de M sont de
cette forme.
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Soit S € M un semi-groupe affine.

DEFINITION IIL.1.14. L’algebre de semi-groupe C[S] est le C-espace vectoriel possédant
S pour base et une multiplication induite par la structure de semi-groupe de S.

Si ’on voit M comme le réseau de caractere d’un tore 1y, a un élément m € M, on associe
le caractere x™. Alors,

C[S] = { Z em X" | em € C, ¢y # 0 pour un nombre fini de m}
meS

avec la multiplication induite par x™ - Xm/ = Xm+m'. Si S =NAouA={mi,..., ms}, alors
C[S]=C[x™, ..., x™].

ExeMPLE II1.1.15. Le semi-groupe affine N < Z" donne ’anneau de polynome

C[N"] = C[z1, ..., 2n]

ol x; = x* et e, ..., e, est la base standard de Z".
ExemPLE II1.1.16. Si (eq,..., e,) est la base d'un réseau M, M est engendré en tant que
semi-groupe par A = {£ej,..., te,}. On posant ¢t; = x, nous avons

C[M] = Clt1,. .y tn, t7 .., 6],
REMARQUE II1.1.17. Si M est le réseau de caracteére du tore Ty, alors C[Ty] = C[M].

ProrosiTioN II1.1.18. Soit A ¢ M un ensemble fini et S = NA € M un semi-groupe
affine. Alors :

(1) C[S] est un anneau intégre et une C-algébre engendré par un nombre fini d’éléments.
(2) Spec(C[S]) est une variété affine torique dont le tore a pour réseau de caractére 7S

et Spec(C[S]) = Y4.

DEMONSTRATION. On suppose que A = {m,..., ms}.
Point 1 : On a C[S] = C[x™,..., x™], donc C[S] est une C-algebre engendrée par un
nombre fini d’éléments. L’inclusion S < M implique C[S] < C[M]. Comme C[M] est un
anneau integre et C[S] un sous-anneau, on déduit que C[S] est un anneau integre.

Point 2 : L’application @4 : Ty — C® donne un homomorphisme de C-algebre
= (®4)" : Clz1,..., z5] » C[M]

définit par 7(z;) = x™ pour tout i € {1,..., s}. Par le Lemme 1.1.45 (Chapitre I), on a
I(Yy) = ker 7. Comme Im7 = C[x™,..., x|, 'anneau de coordonnées de Yy est

C[Ya] = Clxy,..., zs]/I(Yy) = C[z1,. .., zs]/kerm ~ Im7 = C[5]

Donc Spec(C[S]) = Spec(C[Y4]) = Yu. Par la Proposition II1.1.4, le tore de Spec(C[S]) a
pour réseau de caractere ZA = Z5S. O

ExercicE II1.1.19. Soit S < Z le semi groupe affine engendré par 2 et 3. Montrer que
C[S] = C[t?, 3] et que la variété affine Spec(C[S]) est V(x® — y?).
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1.4. Equivalence des constructions. Nous commencgons cette section par un lemme
utile de décomposition des sous-représentations du tore T sur l'algebre C[M]. On rappelle
que laction de Ty sur Ty donnée par la multiplication induit une action sur son anneau de
coordonnées C[M] : pour t € Ty et f € C[M], alors t- f € C[M] est définie par p— f(¢t~1-p)
pour tout p € Th.

LEMME II1.1.20. Soit A < C[M] un sous-espace stable sous l'action de Ty . Alors

A= 6—) C-x™.
xmMeA
DEMONSTRATION. On pose
A = 6—) C-x™.
xmeA

On a bien stir A’ < A et il faut démontrer I'inclusion inverse. Soit f € A # {0}. Comme
A c C[M], on peut décomposer f selon les espaces propres de I'action de Ty :
[= Z emX"
meB

oll ¢ € C* et B < M est fini. On a donc f € Bn A, ol 'on a posé
B := Span{x" | m € B} < C[M].

Par définition de I'action de T, B, et donc B n A, sont stables sous cette action. Or B n A
est de dimension finie. On peut donc appliquer le Lemme I1.2.8 du chapitre II pour en déduire
que B n A est engendré par des vecteurs propres simultanés de T, que 'on peut identifier
dans C[M] a des caracteres du tore. Donc B n A est engendré par des caracteéres, et on déduit
de f € An B que pour tout m € B, x"* € A. D’ou le résultat. O

Nous sommes désormais en mesure de montrer I’équivalence des constructions de variétés
toriques affines vues dans les sections précédentes.

THEOREME I11.1.21. Soit V' une variété affine. Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes :

(1) V est une variété affine torique.

(2) V =Yy pour un ensemble fini A dans un réseau.
(3) V est une variété affine définie par un idéal torique.
(4) V = Spec(C[S]) pour un semi-groupe affine S.

DEMONSTRATION. L’équivalence entre les points (2) et (4) provient de la Proposition
I11.1.18, car un semi-groupe S inclus dans un réseau M est isomorphe a NA pour un ensemble
fini A.

Montrons (2) = (3) : comme V' = Yy, par la Proposition II1.1.6, I(Y,) est un idéal torique.
En utilisant I’égalité V = V (I(V') ), on déduit que V provient d’'un idéal torique.

Montrons (3) = (2) : la variété V est définie par 'idéal torique Ir. Il existe un sous-
ensemble fini A ¢ M tel que L = ker @A. Comme Yy, = V(I1), on déduit que V = Y.

La Proposition (III.1.18) nous montre I'implication 4 = 1. Montrons maintenant la réci-
proque.

Soit V' une variété affine torique contenant un tore T qui a pour réseau de caracteére M.
Comme C[Tn] = C[M], l'inclusion Ty < V induit une application

Clv] — C[M]
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qui est injective car T est dense dans V pour la topologie de Zariski. Comme ’action de
Ty sur V est donnée par un morphisme Ty x V. — V' sit € Ty et f € C[V], 'application
p — f(t7!-p) est un morphisme sur V. Donc C[V] est stable par I'action de Ty. Par le
Lemme II1.1.20, on a

2) Cvl= @ C-x™

x™eC[V]
Ainsi C[V] = C[S] pour le semi-groupe S = {me M | x\" € C[V]}.
Comme C[V] est engendré par un nombre fini d’éléments, on déduit qu’il existe f1,..., fs €
C[V] tel que C[V] = C[f1,..., fs]- En exprimant chaque f; en fonction des caracteres dans
I’équation (2), on trouve un ensemble fini A — M tel que S = NA. O

REMARQUE II1.1.22. Le Théoreme II1.1.21 donne la caractérisation des idéaux et anneaux
de coordonnées des variétés toriques affines parmis ceux des variétés affines.

Le point clé de la démonstration du Théoréme II1.1.21 est le suivant. Si une variété affine
irréductible V' contient un tore Ty comme ouvert de Zariski, alors on a une injection entre
algebres

C[V] — C[M].

Les fonctions régulieres de V' sont donc les fonctions régulieres du tore qui s’étendent sur V.
La variété V est torique si de plus 'action de Ty s’étend en une action sur V', ce qui se traduit
par le fait que les fonctions de C[M] qui s’étendent sur V' sont déterminées par les caracteres
qui s’étendent sur V. L’algebre C[V] est alors simplement déterminée par un semi-groupe
affine. L’objet de la section suivante est de montrer que les semi-groupes affines sont décrits
par des cones dans l’espace Nr := N ®z R. Voici en exercice ’étude d’un exemple qui traduit
ce fait.

EXERCICE 111.1.23. Soit V := V(zy — zw) < C*.
(1) Montrer que l'idéal (zy — zw) est torique.

Le polynéme xy — zw est irreductible (on ne peut pas le décomposer comme produit
de polynomes de degré 1, essayez par 'absurde). L’idéal est donc premier. Reste a mon-
trer que c’est un idéal réseau. On considére le réseau de rang un L :=7-(1,1,—1,—1)
dans Z*, engendré par (1,1, —1,—1). Il contient les éléments (n,n, —n, —n). L’idéal ré-
seau associé a L est donc l'idéal I1, engendré par les polynomes (x"y™) — (z"w"™),n € N.
On a donc que lidéal (xy — zw) est inclus dans I, (prendre n = 1). Réciproquement,
comme (z"y") — (z"w") = (zvy — zw) (@™ Lyt + zwa™ 2y 2 + L+ 27w, ona
que x"y" — 2"w" est dans 'idéal (xy — zw), et donc (zy — zw) = I, qui est alors un
idéal réseau. C’est donc un idéal torique.

(2) Montrer que le tore de V, isomorphe & (C*)3, est obtenu par ® : (t1,t2,t3) —
(t1,t2, b3, trtats ™)

Lintersection T := (C*)* AV est égale a image de ® (il faut faire les calculs pour
ce fait en général, mais dans cet exemple c’est assez facile, posez x = t1,y = ts, z = tg3,
et alors w = vyz~' = tltgtgl). Ce qu’il faut comprendre c’est que cela correspond bien
au tore de V :

(i) T =Im® est un tore par le premier point de la Proposition 11.2.2.
(ii) T agit sur V wvia Uaction de (C*)* sur V.
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(iii) V est la femeture de Zariski de cet ouvert. En effet, I’adhérence de T =V ~ (C*)4
est (VA CH) =V car (C*)* est Zariski dense dans C* et V' n’a aucune composante
irreductible dans {xyzw = 0} (le complémentaire de (C*)* dans C*).

En conclusion, T est un tore qui agit sur V avec une orbite ouverte. C’est donc bien

le tore de la variété torique V' par définition.

(3) Montrer que les points A < Z? utilisés pour définir ® sont donnés par les colonnes de
la matrice

1
1
-1

[®] =

O O =
o= O
= o O

et que C[V] = C[S], ou S est le semi-groupe engendré par les vecteurs colonnes de
[@].

Par construction, Uensemble A de Z3 utilisés pour définir ® = &4 est l’ensemble
des poids qui apparaissent dans ® = (x"™,...,x"™). On rappelle que par définition
X" (t1,t2,t3) = t7"t5?t5"3. Comme ®1 = t1, on a mi = (1,0,0), ®2 = t2, on a
me = (0,1,0), ®3 =t3 , mg = (0,0,1) et Py = tltgtgl donne my = (1,1,—1). Le fait
que C[V] = C[S] est une application directe de la Proposition I111.1.18.

(4) Soit C = R? le cone

4
C = {Z )\imi | )\ieR+}

i=1
ot les (m;) sont les vecteurs colonnes de [®]. Montrer que S = C' n Z3.

Calcul direct qui utilise la décomposition de tout réel x comme x = E(z) + (v —
E(x)), avec E(x) la partie entiére de x.

On terminera par un exercice qui montre que différentes paramétrisations peuvent donner
la méme variété torique, mais avec des comportements des paramétrisations différents.

EXERCICE II1.1.24. Soient ®1(s,t) = (52, st, st3) et ®a(s,t) = (53, st,t3) deux paramétri-
sations de variété toriques affines de C3.

(1) Montrer que ®; et ®5 paramétrisent la variété V(zz — y®) < C3 (remarquez que
V(zz —y%) n ((C*)%) = 24((C*)?)).

(2) On étend ®; et @5 en des applications C? — V(zz—y3). Montrer que ®; est surjective,
mais que P ne 'est pas.

Fin du deuxiéme cours (19/01/2021)

2. Cones et variétés affines toriques

On commence cette section en donnant quelques propriétés autour des cones polyédraux
convexe et des cones polyédraux rationnels. Dans un deuxiéme temps, on explique comment
construire une variété torique affine a partir d’un cone polyédral. Les énoncés autour des cones
polyédraux sont admis, pour plus de détails on renvoit a I’appendice de [Odal].
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2.1. Cones polyédraux convexes. Soit Mg et Nr une paire duale d’espaces vectoriels
fixée.

DEFINITION II1.2.1. Un cdne polyédral convere dans Ng est un ensemble de la forme

o = Cone(S) = {Z )\uu])\u>0} c Ng

uesS

ou S < Np est un ensemble fini. On dit que o est engendré par S. On définit Cone() = {0}.

Le cone polyédral convexe o est un cone (c’est-a-dire, si z € o, alors Ax € o pour A > 0) et
est clairement convexe. Comme on étudiera uniquement des cones convexes, les cones vérifiant
la définition II1.2.1 seront simplement appelés cones polyédrauz.

La dimension dim(o) du cone polyédral o est la dimension du plus petit sous espace
vectoriel W = vect(o) de Ny contenant o. On appelle vect(o) le sous-espace vectoriel engendré
par o.

ExXEMPLE II1.2.2. L’ensemble Ri = R? est un cone polyhédral. On note {eq,...,e,} la
base canonique de R"™. Déssiner les cones engendrés par S; = {e1, e2, €1 + €3, €2 + €3} ou bien
Sy = {e1,e2,e3,—e3} dans R3. Une différence remarquable est que le premier ne contient
aucune droite vectorielle, tandis que le second en contient une. On dira que le second cone
n’est pas strictement convexe. Enfin, on peut avoir des cones de dimension plus petite que la
dimension de 'espace ambiant, par exemple Cone({e;}) = R"™ pour n > 2.

Coéne dual et faces. On note (-, -) Papplication de dualité entre Mg et Ng. Cet appa-
riement est utilisé pour définir le dual et les faces d’un cone polyhédral.

DEFINITION II1.2.3. Soit ¢ © Ng un cone polyédral. Le cone dual de o est défini par
oV ={meMgr : {(m,uy>0 pour tout ue o} .

Une proposition cruciale de la théorie est la suivante qui stipule que la dualité préserve le
caractere polyhédral d’un cone.

ProprosITION 111.2.4. Soit 0 € Ng un cone polyédral. Alors o¥ est un cone polyédral dans
Mg et (cV)Y =o0.
Soit m € Mg. On définit 'hyperplan (si m # 0)
Hy, ={ueNr : (m, uy =0}
et le demi-espace fermé

H! ={ue Ng : {(m,u)>0}.

DEFINITION II1.2.5. Soit o une cone polyédral. On dit que 7 est une facede o siT = H,,no
pour un certain m € ¢V. La notation 7 < ¢ sera utilisée pour signifier que 7 est une face de
0. On dit qu'une face 7 de o est propre si 7 # 0. On notera 7 < ¢ pour signifier que 7 est
une face propre.

Notez que dans la définition précédente on autorise m = 0, de telle sorte que o est toujours
une face de lui-méme (la plus grande ses faces pour la relation d’inclusion).

EXEMPLE I11.2.6. Déterminer les faces de R2 dans R? (il y en a quatre).

Les faces d’un cone polyhédral sont également des cones polyhédraux. En fait, on a :
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ProrosiTION I11.2.7. Soit o un céne polyhédral. Alors
(1) Toute face de o est un cone polyhédral.
(2) L’intersection de deux faces de o est encore une face de o.

(8) Toute face d’une face de o est encore une face de o.
Un lemme utile est le suivant :

LEMME II1.2.8. Soit T une face d’un céne polyédral o. Si v, w € o et v+ w € T alors
v, w € T. Réciproquement, si C < o est un cone qui satisfait que pour tout v, w € o ,
v+ w e C implique v, w e C, alors C est une face de o.

DEMONSTRATION. La preuve est laissée en exercice. Pour la réciproque, on peut supposer
que C intersecte U'intérieur relatif de o (quitte a se restreindre & une face de o). g

DEFINITION II1.2.9. Soit o un cone polyédral. Une facette de o est une face de codimension
1 et une aréte (ou rayon) de o est une face de dimension 1.

Voici des propriétés des facettes.

ProrosiTiON I11.2.10. Soit o € Ng un cone polyédral. Alors :
(1) Sioc=H} n...nH} pourmy,..., ms€c”, alors ¥ = Cone(my,..., ms).
(2) Sidimo = n, alors en (1), on peut dire que les facettes de o sont les T, = Hp,, N o.

(3) Toute face propre T est lintersection des facettes de o contenant 7.

REMARQUE II1.2.11. Dans R"”, le produit scalaire usuel permet d’identifier R"” avec son
dual. Les vecteurs my, ..., ms du point (1) de la Proposition II1.2.10 sont les normales des
facettes (c’est-a-dire m; est perpendiculaire a H,,,). Ceci permet de faire des calculs explicites.

EXERCICE I11.2.12. Soit o1 = Cone(S;) = R? comme dans I’exemple I11.2.2.

(1) Montrer que les normales aux facettes de o1 sont donnés par {ej, ea, e3,e1 + e2 — e3}.

(2) En déduire que

o) = Cone({e1, e, e3,e1 + €3 — e3}).

(3) Vérifier que (7)Y = o7.

(4) Montrez que

Cloy nZ3] ~ Clz,y, z, w]/(zy — zw).
On retrouve un exemple déja étudié de variété torique affine...

Plus généralement si ¢ € Ny est un cone polyédral et 7 < o une face, on définit :

= {me Mg : (m, u) =0 pour tout u € 7}
et 7% :

™ ={mec” : (m,u)=0pourtout uer}=0c" N7

ProrosiTION I11.2.13. Si 7 est une face d’un cone polyédral o, alors :

(1) T est une face de o

(2) L’application T — 1% définie sur l’ensemble des faces de o vers les faces de oV est
bijective et renverse l’inclusion.

(3) dim7 + dim 7% = n.
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REMARQUE II1.2.14. On appelle 7* la face duale de 7.
EXEMPLE II1.2.15. Calculer les faces duales du cone Cone({e1,e2}) = R? dans R3.

L’espace vect(o) est le plus petit sous espace vectoriel de Ng contenant o. L’intérieur
relatif de o que 1'on notera Relint(o) est 'intérieur de o dans vect(o). On peut caractériser
Relint(o) de la fagon suivante :

u € Relint(0) < (m, u) > 0 pour tout m € o"\o*

Si vect(o) = Ng, 'intérieur relative de o est simplement l'intérieur de o noté Int(o).
EXERCICE II1.2.16. Soit 7 < ¢ une face d’un cone polyhédral et soit m e oV.
(1) Montrer que me 7* < 7 < Hp, no.
(2) Montrer que m € Relint(7*) & 7= H,,, no
Forte convexité. On dit qu'un cone polyédral est fortement convezxe si {0} est une face.

ProposiTION TI1.2.17. Soit 0 € Ngr un cone polyédral. Alors les assertions suivantes son
équivalentes :

(1) o est fortement convexe ;

(2) {0} est une face de o ;

(8) o ne contient aucun sous-espace de Nr de dimension positive ;
(4) o (~0) = {0}

(5) dimoY =n .

COROLLAIRE II1.2.18. Si o est un cone polyédral fortement convexe de dimension maxi-
male, alors oV [’est aussi.

Voici un exercice pour manipuler les notions vues jusqu’a présent.

EXERCICE II1.2.19. Soit ¢ € Ng un cone polyhédral.

(1) Montrer que o a une unique face minimale par rapport a la relation < (indication :
utiliser la Proposition II1.2.13). On note W cette face.

) Montrer que W = (o¥)*.
) Montrer que W est le plus grand espace vectoriel inclus dans o.
4) Montrer que W = o n (—o).
) Soit m € ¢¥. Montrer que
m € Relint(¢¥) <& W = H,, no.
On termine cette section sur la forte convexité par le lemme de séparation. Ce dernier per-

mettra de recoller les variétés toriques affines ensemble pour construire des variétés toriques.
Il joue donc un role particulier dans la théorie.

LEMME I11.2.20 (Lemme de séparation). Soient o1, 0o € Ny des cones polyédrauz qui se
rencontrent le long d’une face commune T = o1 N oo. Alors

T=H, noy=Hy,noo

pour tout m € Relint(ay N (—o2)").
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DEMONSTRATION. On part de la relation suivante

oy n(=02)" = (01 —02)"

o1 —09={u—v|u€ove oy}
Soit alors m € Relint(oy” N (—o2)Y). On déduit de I'exercice I11.2.19 que
Hy,, n (01 —02) = (01 —02) N (02 —01)

car (o1 — 02) N (02 — 01) est la face minimale de (o1 — 03). D’autre part,

(01 —09)n(og—01)=T—T.
En effet, I’ inclusion non triviale est (67 —02)n(02—01) < 7—7. Soit alors u = a1 —ag = ba—by,
ou aj,b; € 0;. On a alors a1 + b1 = as + by € 7 = 01 N 09. Comme 7 est une face de o;, on en
déduit que a;,b; € 7. D’ott v € 7 — 7. On a donc bien montré

(01 —02)n(og—01)=T—T,
et donc

Hpn(op—o03)=7—T1.

En intersectant avec o; et en utilisant le Lemme II1.2.8 de nouveau, on obtient

Hynoo=(—7)noy =1
En intersectant avec —o9, on obtient symétriquement

H, noy =,

d’ou le résultat. m

Cones polyédraux rationnels. On s’intéresse a des variétés algébriques. 1l faut donc
introduire des cones rationnels. Soit M et N deux réseaux duaux avec Ng = N ®z R, Mr =
M ®z7 R les espaces vectoriels associés.

DEFINITION II1.2.21. Un cone polyédral o < Ng est rationnel si 0 = Cone(S) pour un
certain ensemble fini S < N.

REMARQUE II1.2.22. Les faces et le cone dual d’un cone polyédral rationnel sont ration-
nels. De plus, la rationnalité implique que si o = Cone(S) ou S < N est fini et Ng = N ®zQ,
alors

amNQ—{Z/\uu:)\ueQet)\u>0}.

uesS

Un cone polyédral rationnel fortement convexe admet un ensemble canonique de géné-
rateurs. Soit p une arréte de 0. Comme o est fortement convexe, p est une demi-droite, et
comme o est rationnel le semi-groupe pn N admet un unique générateur u, € pn N. L’élément
u, est appelé générateur du rayon p ou générateur minimal de p. L’ensemble des générateurs
minimaux des rayons de o sera appelé ensemble des générateurs minimauz du cone o, pour
la raison suivante :

LEMME I11.2.23. Un cone polyédral rationnel fortement convexe est engendré par les gé-
nérateurs minimaux de ses rayons.
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De maniere équivalente, si o est un cone polyhédral fortement convexe rationnel, son dual
oV Test aussi. De plus, si la dimension de o est maimale, 0¥ est engendré par les générateurs
des normales aux facettes de o.

REMARQUE I11.2.24. A partir de maintenant, pour simplifier les notations, on appellera
simplement cone tout cone polyhédral rationnel fortement convexe.

La définition suivante distingue deux classes importantes de cones, qui donneront des
variétés lisses ou orbifoldes.

DEFINITION II1.2.25. Soit ¢ < Ng un coéne polyédral rationnel fortement convexe.

(1) Le cone o est lisse ou régulier si ses générateurs minimaux peuvent étre complétés en
une Z-base de N.

(2) Le cone o est simplicial si ses générateurs minimaux sont linéairement indépendant
sur R.

REMARQUE II1.2.26. Le dual d’un cone lisse (resp. simplicial) de dimension maximal est
aussi lisse (resp. simplicial).

EXEMPLE II1.2.27. Le cone de l’exemple III1.2.15 est lisse, tandis que 'exemple o1 de
lexercice II1.2.12 n’est pas simplicial. Le cone Cone(eq,e; + 2ez) de R? est simplicial mais
non lisse (dans le réseau Z? < R?).

2.2. Algebres de semi-groupes et variétés toriques affines. C’est dans cette sec-
tion que 'on va faire le lien entre les variétés affines toriques et les cones. Ce lien repose sur
le Lemme de Gordan. Soit ¢ € Nr un cone polyédral rationnel.

ProprosITION 1I1.2.28 (Lemme de Gordan). Le réseau de point S, = o n M est un
semi-groupe affine.

DEMONSTRATION. Comme oV est polyédral rationnel, il existe T'c M fini tel que 0¥ =
Cone(T). L’ensemble

Kz{Zémm:0<5m<l}

meT

est borné dans Mg ~ R"™. Comme M ~ Z", I'ensemble K n M est fini. Donc A = T'u (K n M)
est fini.

Par construction, nous avons A < S,. Comme NA < M et NA < oV, nous avons NA < S,,.
Montrons que A engendre S, en tant que semi-groupe affine. Soit w € S,. Comme S, < oV,

on peut écrire
w = Z A M

ou A\, = 0. Comme A\, = |Apy] + 0y avec | M| € N et 0 < 9§, < 1, nous avons
w = Z [Am] m + Z O M.
meT meT
Comme M est un réseau et w € M, on déduit que

Z omme M

meT
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c’est a dire
> bmmeMn K.
meT
Donc S, € NA. Ainsi, nous avons S, = NA. C’est donc un semi-groupe affine. O

On obtient alors directement de ce lemme une construction de variétés toriques a partir
de cones. On verra plus tard que les variétés toriques affines qui proviennent de cones sont
précisément celles qui sont normales.

THEOREME II1.2.29. Soit 0 < Nr un cone polyédral rationnel. On pose S, = o¥ n M.
Alors
Uy, = Spec(C[S,]) = Spec(Clo" n M])
est une variété affine torique. De plus

dimU, = n <= le tore de U, est Ty = N ®z C* <= o est fortement conveze.

REMARQUE II1.2.30. Dans la suite on se restreindra aux cones polyhédraux rationnels
fortement converes pour s’assurer que le tore de la variété soit bien Ty .

REMARQUE II1.2.31. D’apres ce théoreme il semble qu’il soit plus utile de travailler di-
rectement avec ¢ plutdt que o. On verra dans le Chapitre IV que le choix de o apparait
naturellement des qu’on s’intéresse au recollement de variétés affines toriques.

DEMONSTRATION. Gréce & la Proposition I11.2.28 et au Théoréme I11.1.21, on déduit que
U, est une variété affine torique dont le tore a pour réseau de caracteres ZS, < M. On a par
ailleurs
2S5, = {mi1 —ma : my, mg € S,}.
Soit m e M et k > 1 tel que km € ZS,. 1l existe mq, my € S, tel que km = mq — mao.

Nous avons
1 1 . N 1 N k—1
m=-—-mp— —mg 1le m+myg=-m —ma.
T e 2= 2 2

Comme oV est convexe, on déduit que m + mg € S,. Donc m = (m + mg) — ma € ZS,. D’ou
LSy est saturé dans M (autrement dit, M /ZS, est sans torsion). Ainsi

Le tore de U, est Ty <= M = 7S, <= rang(ZS,) = n.

Grace a la Proposition I11.2.17, pour montrer la derniere équivalence du théoreme, il suffit de
montrer 1’équivalence suivante :

rang(ZS,) = n < dimo" = n.

Si S, = NA, en suivant la démonstration du lemme de Gordan (Proposition I11.2.28), on voit
que 0¥ = Cone(A). Donc dimo¥ = dim Cone(A). Comme dim Cone(A) = dimvect(A) =
rang(ZA) = rang(ZS,), on conclut que dim " = rang(ZS,). O

ExeEMPLE II1.2.32. On revient a 'exemple o1 de l'exercice 111.2.12. D’apres cet exercice,
on a Uy, =V(zy — zw).

L’exercice suivant caractérise les variétés toriques affines provenant de cones lisses.

EXERCICE II1.2.33. Soient 0 < r < n deux entiers. Soit o := Cone(ey,...,e,) € R™.
(1) Montrer que 0¥ = Cone(ey, ..., e, teri1,...,Tey).
(2) En déduire que U, = C" x (C*)"7".
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(3) En déduire que toute variété affine torique obtenue & partir d'un cone lisse est iso-
morphe a C" x (C*)"™" pour un tel couple (r,n). On verra dans la suite du cours
que toutes les variétés toriques affines lisses proviennent d’un cone lisse, et sont donc
isomorphes & un tel modele.

On retrouve aussi le cone normal rationnel.

EXERCICE I11.2.34. Soit d € N* et 0 = Cone(de; — ez, e3) < R2.

(1) Montrer que 0¥ = Cone(ey, e; + dea).

(2) Soit A = {e; + Bea: {0, 1,...,d}} c 0¥ nZ?=S,. Montrer que S, = NA.
(3) Conclure que U, est isomorphe au cone rationnel normal Cy

On remarque dans I’exemple du cone normal rationnel un fait important : les générateurs du
cone dual ¥ ne sont pas en général des générateurs du semi-groupe S,. De maniere générale,
les générateurs ajoutés pour engendrer S, sont la cause de singularités (comparer avec les
exemples de I'exercice 111.2.33).

L’exemple précédent souléve un probleme important dans les calculs explicites : pour un
cone o donné, déterminer un systeme de générateur du semi-groupe S, = 0¥ n M associé.
Lorsque o © Ng est un cone de dimension maximale, le semi-groupe S, possede un unique
ensemble minimal de générateurs, appelé Base de Hilbert de S,. On va décrire cette base et
ses propriétés. Ces résultats seront tres utiles en pratique.

DEFINITION I11.2.35. Un élément m € S, non nul est dit irréductible si m = m' +m” pour
m’, m"” € S, implique m’ = 0 ou m” = 0.

La base de Hilbert est obtenue avec les éléments irréductibles du semi-groupe :

PRrROPOSITION III.2.36. Soit 0 < Ngr un cone de dimension maximale et S, = ¥ N M le
semi-groupe associé. Alors

H={meS, : m estirréductible}
possede les propriétés suivantes :
(1) 3 est fini et engendre Sy.
(2) H contient les générateurs minimauz de oV .

(3) H est 'ensemble minimal engendrant S, au sens de l'inclusion.

DEMONSTRATION. Comme o est de dimension maximale, par la Proposition I11.2.17, oV
est fortement convexe. On peut donc déterminer un élément u € o N N, non nul, et tel que
{m,uy € N* pour tout m € S, (considérer un point dans l'intérieur qui soit dans le réseau).

Supposons maintenant m € S, ne soit pas irréductible. On écrit alors m = m’ + m” avec
m/,m” € S,\{0}. On a

(m,uy = (m/ ;uy +{(m" u)
et par choix de u,
0 <{(m uy <{m,uy et 0<{m” uy<{m,u).
En itérant le procédé, on voit que tout élément m € S, se décompose comme somme d’irré-
ductibles, et donc H engendre S,. Comme S, admet un ensemble de générateurs fini (lemme
de Gordan), H est fini. Ceci prouve le point (1).

On passe au point (2). Soit maintenant p < ¢¥ un rayon de oV et soit v, le ghiérateur

minimal de p. Il s’agit de montrer que v, est irréductible. On fixe u € Relint(p*) n N, de telle
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sorte que p = H, noV (voir exercice I11.2.16). Si jamais il existe m, m’ € S, avec v, = m+n/,
on a
0 = (vp, uy = (m,uy + (m', u).
Comme u € (¢V)Y =0, {m,uy =0 et {m/,u) =0, d’onr
<’I’)’L, ’LL> = <m,7u> =0,

et donc m,m' € H, no” = p. Or v, est un générateur minimal de p n M, d’ot m = 0 ou
m/ = 0. On a donc v, irréductible, ce qui prouve (2).

Enfin, pour (3), soit X un ensemble générateur de S,. Soit h € H. Pour montrer que

h € K, il suffit de décomposer h dans la famille génératrice K. L’irréductibilité de h impose
alors que h € K. D’ou le résultat. g

DEFINITION II1.2.37. Les élément de H sont appelés générateurs minimauz de S,.

REMARQUE II1.2.38. La Proposition II1.2.36 est vraie pour tout semi-groupe affine véri-
fiant S n (=5) = {0}.

On termine cette section avec un autre exemple en dimension supérieure.

EXERCICE II1.2.39. On considere le cone simplicial o = Cone(eq, e, €1 + €2 + 2e3) < R3
pour le réseau Z3.

(1) Décrire o et déterminer les générateurs minimaux de o¥ n Z3.

(2) Calculer I'idéal de la variété torique affine U,.

(3) Conclure que U, =~ Spec(C[x1, ..., wg]/(v172 — 374, 23 — X375, T3 — 2376)).

Fin du troisieme cours (26/01/2021)

3. Propriétés des variétés toriques affines

Dans cette partie, on donne quelques propriétés élémentaires des variétés toriques affines.
On commence par caractériser les points de ces variétés en termes de semi-groupes. Ensuite, on
décrira en termes de cones quand elles sont normales, singuliéres ou lisses. Enfin, on traduira
la notion de morphismes dans le langage des cones.

3.1. Points des variétés toriques affines. On commence par donner plusieurs carac-
térisations des points des variétés toriques affines.

ProprosITION 1I1.3.1. Soit V' = Spec(C[S]) la variété torique affine associé au semi-
groupe affine S. Les ensembles suivants sont en correpondance bijective :

(1) les point de pe V ;

(2) les idéaux mazimauz m < C[V];

(3) les homomorphismes de semi-groupes v : S — C ot C est considéré comme un semi-
groupe via la multiplication.

DEMONSTRATION. On a déja vu dans le Chapitre I la correspondance entre points et
idéaux maximaux. On va montrer la correpondance entre points et homomorphismes de semi-
groupes.

Soit p € V. On lui associe le morphisme de semi-groupes :

y: S — C
m — x"(p).
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Ce dernier est bien défini comme x™ € C[S]| = C[V].

Dans l'autre direction, soit 7 : S — C un morphisme de semi-groupes. Comme {x™, | m €
S} est une base de C[S], v induit un morphisme linéaire surjectif de C[S] vers C, dont le
noyau est un idéal maximal de C[S], et donc un point de V. O

Dans 'exercice qui suit, on propose une version concrete de la correspondance entre semi-
groupes et points.

EXERCICE II1.3.2. Soit V' = Spec(C[S]) la variété torique affine associé & un semi-groupe
affine S = NA, avec A = {mq,...,ms} un ensemble de générateurs de S. Soit 7 : S — C un
morphisme de semi-groupes. On pose p = (y(mq),...,v(ms)) € C*.

(1) Montrer que p € Yj.
(2) Montrer que p correspond au point construit dans la preuve de la Proposition II1.3.1.
Pour cela, on rappelle que C[S] = C[x™, ..., x™].

Comme application de ce résultat, on décrit I’action du tore sur V = Y,. Dans la dé-
monstration de la Proposition II1.1.4, on a montré que I'action de T sur Y, est induite par
laction usuelle de (C*)® sur C°. Dans le Lemme II1.3.3, on montre comment voir I’action de
Tn sur Y, de manieére intrinseque a travers les homomorphismes de semi-groupes.

LEMME II1.3.3. Soit V' = Spec(C[S]) une variété affine torique associée au semi-groupe
affine S. On suppose que le tore de V' est Ty, avec N = Homy(ZS,Z) (i.e. M = 7S ). Soient
v : .8 — C un homomorphisme de semi-groupes et p le point de V associé. Alors, pourt € T
fizé, le point t - p est associé a I’homomorphisme de semi-groupes m — X" (t) v(m).

DEMONSTRATION. On suppose que S = NA, ou A = {my,...,ms} est un ensemble de
générateurs de S. On a alors V = Yj et le point p est p = (y(m1),...,v(ms)) € C°. De plus,
suivant la preuve de la Proposition I11.1.4, et comme M = Z.S, on a une suite exacte courte :

(3) 0— L =ker(dy) — Z5 - M — 0.
Par dualité, et en tensorisant par C* on obtient :
(4) 1->Ty— (C*) > L*®;C* -> 1

L’injection Ty — (C*)® est simplement le morphisme ®,4(t) = (x™(t),...,x"(t)). On en
déduit que l'action de t € Ty sur p € V, plongée dans C?, est donnée par :

tep= " (E)y(m), ..., X" (£)v(ms)).
L’homomorphisme de semi-groupe associé est bien m — x™(t)y(m). O

On aurait aussi pu traduire 'action de son tore sur une variété torique affine via son
algebre de fonctions régulieres. Ceci est 'objet de ’exercice suivant.

EXERCICE II1.3.4. Avec les notations du lemme précédent, montrer que le morphisme
TN xV -V
donné par l'action du tore sur V est induit par le morphisme de C-algebres :

Cls] — C[M]ecC[S5]
X" XX
On va maintenant étudier un point distingué pour une variété torique affine : le point fixe
sous 'action du tore. Pour que celui-ci existe, on a besoin de ’analogue pour les semi-groupes

de la notion de forte convexité :
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DEFINITION II1.3.5. On dit qu’un semi-groupe S est pointé si S n (—S) = {0}, c’est-a-dire
0 est 'unique élément inversible.

PRrOPOSITION II1.3.6. Soit V' une variété torique affine. Alors :

(1) Si V. = Spec(C[S]) pour un semi-groupe affine S, alors action du tore a un point
fize si et seulement si S est pointé; dans ce cas, cet unique point fize est donnée par
l’homomorphisme de semi-groupe v : S — C défini par

. 1 si m=0
v 0 si m#0

(2) Si V. =Yy pour A < S\{0}, alors l’action du tore a un point fize si et seulement si
0 €Yy, et dans ce cas 0 est l'unique point fize.

DEMONSTRATION. Tout d’abord on remarque que si S est pointé, alors « est bien défini.
En effet, si m,m’ € S, y(m+m') = v(m)y(m') = 0 si et seulement si y(m) = 0 ou y(m’) = 0.
Ceci équivaut & m # 0 ou m’ # 0. On doit donc avoir m +m’ # 0 si et seulement si m # 0 ou
m’ # 0, ce qui donne m = —m’ si et seulement si m = m’ = 0, i.e. S est pointé. Maintenant,
d’aprés le Lemme I11.3.3, si p est le point associé a un semi-groupe affine o : S — C, alors p
est un point fixe de Ty si et seulement si

Vm e S\{0}, Vt € Ty, X" (t)a(m) = a(m),

ce qui impose bien a = 7.

Pour le second point, supposons tout d’abord que V' ait un point fixe p € V < C*. Alors
d’apres le premier point, S = NA est pointé et p € C® est donné par . De maniere explicite,
onap=(y(mi),...,v(ms)) = (0,...,0) car A ne contient pas 0. Réciproquement, si ’origine
appartient & V' < C?, c’est un point fixe de (C*)® et donc de Ty. O

On en déduit directement le résultat suivant, qui est un premier pas vers la correpondance
orbites-cones des variétés toriques.

COROLLAIRE II1.3.7. Soit U, la variété affine d’un come o < Nr. Alors l'action du tore
de U, a un point fize si et seulement si dimo = dim Ng, et dans ce cas, cet unique point fize
est donné par l'idéal mazximal

O™ ['m e So\{0}) < C[Ss].

3.2. Normalité et saturation. On va maintenant démontrer que les variétés toriques
affines qui proviennet de cones sont celles qui sont normales. Par la suite, dans tout le cours,
on se restreindra a I’étude de ces dernieres.

DEFINITION II1.3.8. Un semi-groupe affine S © M est saturé si pour tout k € N\{0} et
tout me M, km € S implique m € S.

EXERCICE II1.3.9. Si ¢ © Ngr est un cone polyédral rationnel fortement convexe, alors
Se = 0¥ N M est saturé (indication : utiliser la rationnalité).

Afin de démontrer le résultat principal de cette section, on utilisera les lemmes suivants,
dont les preuves sont laissées en exercice.

LEMME II1.3.10. Soit A € M un ensemble fini. Le semi-groupe NA est saturé dans M si
et seulement si NA = Cone(A) n M.
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DEMONSTRATION. Indication : utiliser

Cone(A) N Mg = { > Av | Ay € Qy}.
veA

0

LEMME II1.3.11. Soient N un réseau et soit uw € N un élément primitif (c’est a dire tel
que %u ¢ N pour tout entier k = 2). Montrer que u peut étre complété en une Z-base de N.

THEOREME II1.3.12. Soit V' une variété affine torique de tore T . Les affirmations sui-
vantes sont équivalentes :

(1) V est normale ;
(2) V = Spec(C[S]), ot S = M est un semi-groupe affine saturé;

(8) V =U, = Spec(C[S,]), 0t So = 0¥ nM et o est un cone polyédral rationnel fortement
conveze.

DEMONSTRATION. Par le Théoreme II1.1.21, V' = Spec(C[S]) pour un semi-groupe S
contenu dans un réseau. Par la Proposition I11.1.18, le tore Ty de V' a pour réseau de caractere
M =7S5. On pose n =dimV, et on a M ~ Z".

Montrons (1) = (2). Comme V est normale, C[V] = C[S] est intégralement clos dans son
corps de fractions C(V'). On suppose que km € S pour k € N* et m € M. Comme X" est une
fonction polynomiale sur T et que Ty < V, on déduit que x™ est une fonction rationnelle
sur V (car T est un ouvert de Zariski). Comme x" € C[S] est une racine du polynoéme
unitaire X*¥ — x*™ & coefficient dans C[S], par la définition de normalité de V', x™ € C[S].
Donc m € S, c’est-a-dire S est saturé.

Montrons (2) = (3) Soit A < S un ensemble fini de générateurs de S. Le semi-groupe
S se trouve dans le cone polyédral rationnel Cone(A) c My. On a dim Cone(A) = n. Donc
o = Cone(A)Y € Ng est un cone polyédral rationnel fortement convexe tel que S < ¥ n M.
Par le Lemme I11.3.10,on a S =¢¥ n M = S,.

Montrons (3) = (1) : On va montrer que C[S,] est normal lorsque o < N est un cone
polyédral rationnel fortement convexe. Soit p1, ..., p, les rayons de . Comme o est engendré
par ses rayons, nous avons

T T
oV = ﬂplv , donc C[S,] = ﬂC[SPi]
i=1 i=1
ou S,, = p; n M. Donc pour montrer que C[S,| est normal il suffit de montrer que chaque
C[Sy,] est normal. Soit p un rayon de o. Le générateur minimal u, € pn N de p est un élément
primitif. On peut donc trouver (Lemme II1.3.11) une base (e1, ..., e,) de N tel que u, = e;.
Ainsi, p = Cone(eq) et

C[S,] = Clay, ZL'%H, . ac;fl] =Clz1,..., Tn)yazn,

Comme C|z1,..., x,] est normal, le localisé Clxy,..., Tn]zy..z, 'est aussi. D’ou le résultat.
O

ExeEMPLE I11.3.13. On déduit du Théoreme I11.3.12 que V(xy — zw) est normale, comme
variété torique associée au cone Cone(eq, e, €1 + €3, e + €3).

On propose le devoir suivant sur le procédé de normalisation des variétés toriques affines.
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Devoir Maison 1 : Normalisation torique affine. Soit S un semi-groupe affine et
soit V' = Spec(C[S]) la variété torique dont le réseau de caracteres est M = 7ZS.

EXERCICE II1.3.14. Soient Cone(S) le cone engendré par une famille génératrice finie de
S et o := Cone(S)Y < Ng.
(1) Montrer que o est un cone polyhédral rationnel strictement convexe de Ng.
(2) Montrer que le morphisme U, — V induit par l'inclusion C[S] < C[og¥ n M] est la
normalisaton de V.

On illustre ce résultat sur I'exemple :

EXERCICE I11.3.15. Soit A = {(4,0), (3,1),(1,3),(0,4)} = Z2.
(1) Montrer que Yy n’est pas normale.

(2) Identifier la normalisation de Yjy.

3.3. Variétés affines toriques lisses. Soit ¢ — Nr un cone. Dans cette partie, on
étudie a quelle condition la variété U, associée au cone o est lisse. Moralement, le point le
plus singulier de U, sera son point fixe, quand il existe. Il est donc nécessaire de controler
I’espace tangent de Zariski en ce point. Si 0 < Ny est de dimension maximale, le cone oV est
fortement convexe. Donc S, = 0¥ n M admet une base de Hilbert H (Proposition I11.2.36).
On note également p, € U, I'unique point fixe de I'action du tore sur U, (Corollaire II1.3.7).

LEMME I11.3.16. Soit 0 © Ng un cone de dimension mazimale et T, (Uy) l'espace tangent
de Zariski de la variété affine U, au point p,. Alors

dim Tp, (Uy,) = |H|.

DEMONSTRATION. Par le Corollaire I11.3.7, 'idéal maximal de C[S,] correspondant & p,
est

m = (™ | m e S, \{0}).
On a alors
m? = (™ [ m, m' e S,\{0}).

Comme {x™},,cs. est une base de C[S;], nous avons

(ool o) (ge e

m##0 m irréductible m réductible meXH
Donc
dimm/m? = |H|.
En utilisant l'isomorphisme m/m? — my, ,, /mZUG’ », €t le fait que T, (Uy) est le dual de
mUmpg/m%]U p,» 00 conclut que dim T, (Us) = [H]. O

ExeEMPLE II1.3.17. L’espace tangent de Zariski du cone normal rationnel éd en l'origine
est de dimension d 4+ 1. On en déduit que C**1 est le plus petit espace affine dans lequel on
peut plonger Cj.

Pour caractériser les variétés toriques lisses, il faudra aussi traiter le cas ou o n’est pas
de dimension maximale. On se rameénera a la situation dim(o) = dim(U,) a l'aide du lemme
suivant, laissé en exercice.
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EXERcICE II1.3.18. Soit N1 € N un sous-réseau saturé d’un réseau N. Alors il existe un
sous réseau No < N tel que N = N1 @ Ns.

On peut maintenant montrer le résultat principal de cette section.

THEOREME I11.3.19. Soit 0 < Np un céne. La variété U, est lisse si et seulement si o
est lisse. De plus, toute variété torique affine lisse est de cette forme.

Comme application de ce théoreme, dans le Chapitre V, on donnera une classification des
surfaces toriques completes lisses.

DEMONSTRATION. Si une variété torique affine V' est lisse, alors elle est normale. Par le
Théoreme II1.3.12, on a V' = U, pour un cone o < Ng. On note n = dim U, = dim Ny.

On suppose que o est lisse. Il existe r € {0, ..., n} et une partie (ey,..., e,) d’'une Z-base
de N tel que o = Cone(er,..., ) (avec 0 = {0} si 7 = 0). On calcul alors V. Si
m = Z aje;ea’
j=1

fixé ot aj € R et

T
U= Z Ajej €T
=1
quelconque, on a

{m, uy = Z Ajaj.
j=1

Comme {(m, uy = 0 pour tout u € o, on déduit que les réels a1, ..., a, sont positifs ou nuls.
On a donc

oV = Cone(e],..., er, ey q1,..., tep).
On pose alors A = {ef,..., e}, *e¥ ,..., te}}, de telle sorte que

S, =0V N 7Z" = NA,

et
| +1
C[Ss] = Clo1,..., zp, 23y, .o, Ty ]
+1 +171
Comme Clzy,..., zp, 2,0, ..., 2] = Clx1,. .., Tnlz,yy .z, , DOUS avons

Spec(C[Sy]) = C"\V(2py1 -+ xp) = C" x (C*)"T"

Ainsi, U, = C" x (C*)"" est une variété lisse.

Dans 'autre direction, on suppose que U, est lisse. On considere alors deux cas, en fonction
de la dimension de o. On suppose dans un premier cas que dimo = n. On a alors un unique
point fixe p, € U, sous I'action du tore sur Uy, et comme U, est lisse, dim 7T}, (U,) = n. Par
le Lemme II1.3.16, le cardinal de la base de Hilbert H de S, est n. Comme chaque rayon
p < oV contribue & un élément de H (Proposition I11.2.36) et comme dimo¥ = n, on a

n = |H| = |{rayons p c oV }| = n.

Donc oV possede exactement n rayons et les éléments de J{ sont les générateurs minimaux
de ces rayons. Enfin, M = 7ZS,,, et les n générateurs primitifs des rayons de ¥ engendrent le
réseau M ~ Z". Ils forment donc une base de M et oV est lisse. Par dualité, on déduit que o
est lisse.
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On traite désormais le cas dimo = r < n en se ramenant au premier cas. Soit Nj le
plus petit sous réseau saturé de N contenant les générateurs de o. Le groupe N/Nj est sans
torsion, donc il existe un sous réseau Ny de N tel que N = Ny @ Ny (cf Exercice I11.3.18). De
plus, rang(N7) = r. L’égalité N = N1 @ Ny, implique que M = M; @ My ou M; est le dual de
N;. Comme o < (N7)r © Ng, cela donne deux variétés affines toriques

Uo,ny = Spec(Clo” n Mi]) et U, n = Spec(Clo” n M])
de dimensions 7 et n respectivement. Comme
Sa',N = SO',Nl @MQ,

on obtient

C[S, 5] = C[Soy, ] ®c C[Mo].

Ainsi, nous avons
~ ~ *\n—r
UU,N = Ug, Ny X TN2 = UO',N1 X ((C ) :

Comme U, = Uy, y est lisse par hypothese, on a Uy, n, lisse. D’apres le premier cas, on déduit
que o est lisse. O

3.4. Morphismes toriques entre variétés toriques affines. La derniére section de ce
chapitre donne une caractérisation des morphismes toriques entre variétés toriques affines. Ce
sont des morphismes équivariants sous ’action des tores qui sont induits par des morphismes
de groupes entre les tores.

DEFINITION II1.3.20. Soient V; = Spec(C[S;]) deux variétés affines toriques définies par
des semi-groupes affines S;, i € {1,2}. Un morphisme de variétés affines ¢ : V; — V5 est dit
torique si 'application associée entre anneaux de coordonnées ¢* : C[S2] — C[S1] est induite
par un homomorphisme de semi-groupes ¢ : Sy — S7.

Avec les notations de la définition précédente, voici une caractérisation géométrique de
ces morphismes :

PRrOPOSITION I11.3.21. Soit T, le tore de la variété affine torique Vi, pouri € {1,2}. Soit
© : Vi — Vo un morphisme de variétés affines. Alors :

(1) Le morphisme ¢ : Vi — Va est torique si et seulement si p(Tn,) < Tn, et Py,
TN, — T, est un homomorphisme de groupes.

(2) Le morphisme ¢ : Vi — Va est équivariant, c’est-a-dire pour tout t € Ty, et pe V,

p(t-p) = () - p(p).

DEMONSTRATION. On commence par montrer (1). Supposons que ¢ soit torique. Il pro-
vient alors de ¢ : So — S7 qui est un morphisme de semi-groupes. Ce dernier s’étend en un
morphisme de groupes @ : Ms — My, ou M; = 7S, est le réseau de caracteres de V;, et donne
le diagramme commutatif

C[S:] & C[81]
(5) l ~ l
C[My] 5 C[M].
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On applique alors le foncteur Spec pour obtenir :

Vi 5 W
7 )

TN, — 1T,

On en déduit que ¢(Ty,) < Tn,. De plus, comme Ty, = Homgz(M;, C*), et comme ¢ est
induit par un morphisme de groupes Ms — M, P|Ty, est un morphisme de groupes.

Réciproquement, si ¢ vérifie ces propriétés, on a encore un diagramme (5), et ¢ est induit
par un morphisme de groupes ¢ : My — M (on rappelle que les morphismes de groupes entre
tores sont des morphismes de tores, cf Chapitre II). Mais comme ¢*(C[S2]) < C[S], on a
@(C[Mz]) € C[M;], et donc ¢ se restreint en un morphisme de semi-groupes ¢ : Sy — Sj.

Pour le point (2), on rappelle que 'action de Ty, sur V; est donnée par un morphisme
®, : T, x V; = V;. Le fait que ¢ soit équivariant est équivalent a

P20 (p7y, X ) = po 1.

Cette égalité est vraie sur T, x T, car ¢\TN1 est un morphism de groupes. Comme T, x T,
est Zariski dense, on obtient 1’égalité sur T, x Vi. O

ExErcice II1.3.22. Montrer que le morphisme de normalisation de 1’exercice 111.3.14 est
un morphisme torique.

Pour caractériser les morphismes toriques entre variétés associées a des cones, on introduit
quelques notations. Un homomorphisme @ : N1 — Ns entre deux réseaux induit :
e un morphisme de groupes ¢ : T, — T,
e une application linéaire P : (N1)r — (N2)r.

PROPOSITION 111.3.23. Soient o1 < (Ny)r et 09 < (No)r deuz cones, ainsi qu’un mor-
phisme de réseaur @ : Nw — Ny. Alors, ¢ : Tny, — T, s’étend en un morphisme torique
0 : Uy, — Us, si et seulement si Pr(o1) < o2.

DEMONSTRATION. On pose S; le semi-groupe affine de U,, de telle sorte que ZS; = M;
et Cone(S;) = 0,’. On remarque tout d’abord que % induit un morphisme ¢ : My — M;. On
laisse en exercice de conclure que ¢ se restreint en un morphisme de semi-groupes So — S si
et seulement si py(01) < o9. O

Une classe intéressante d’exemples de morphismes toriques est donnée par des quotients
finis, ou le cone o est fixé, mais le réseau N varie.

EXEMPLE I11.3.24. On considére dans R? le cone o = Cone(ey, e2). On définit les réseaux
N' =7% et
a b
272
On a alors o NH/R < Ng. Les réseaux duaux satisfont

M = {(a,b) |a,be Z, a+b=0mod 2} ¢ M’ = Z?

N:={(=,2)|a,beZ, a+b=0mod 2}.

et 0¥ < My < Mp. Les variétés toriques associées sont
_ 2
Uo,N’ =C

et
Usn = Co.
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L’inclusion N’ < N induit un morphisme torique
¢:C?— Cs.
On peut préciser ce morphisme. On pose ps = {+1} ~ N/N’. Ce groupe agit sur U, v =

Spec(C[s,t]) ~ C? par —1-(s,t) = (—s,—t). Cette action induit une action de pg sur C[o¥ N
M'] et 'anneau des invariants sous cette action est exactement

CloY n M'"2 = C[s%, st, t*] = C[Cs).
Le morphisme ¢ est simplement le morphisme quotient :
0:C%? - C?/uy ~ Cs.
Devoir maison 2 : quotients finis toriques affines. On va généraliser 1’exemple

précédent. Soit N’ © N deux réseaux, avec N’ d’indice fini dans N. On fixe 0 € N = Ng un
cone. L’inclusion N’ < N induit un morphisme torique

o :Usn — Uy N.
EXERCICE I11.3.25. On note M et M’ les réseaux duaux de N et N’. On pose G := N/N'.
(1) Montrer que 'on a des isomorphismes
G ~ Homy(M'/M,C*) = ker(Ty — Tn).
(2) Montrer que G agit sur C[o¥ n M'].
(3) Montrer que 'anneau des invariants sous cette acton est
CleY n M']¢ =Clo" n M].

(4) Montrer que G agit sur U, yv et que le morphisme ¢ est constant sur les G-orbites,
induisant une bijection

UU,N//G =~ Uo,N~
Fin du quatrieme cours (02/02/2021)



Chapitre IV

Variétés toriques

Les variétés toriques affines du Chapitre III vont nous servir de modeles locaux pour
définir les variétés toriques abstraites, comme dans le Chapitre I, Section 2.

DEFINITION IV.0.1. Une variété torique est une variété irréductible X contenant un tore
complexe Ty comme sous-ensemble ouvert de Zariski et telle que 'action de Ty sur lui-méme
s’étende en une action algébrique sur X.

EXEMPLE IV.0.2. Bien entendu, (C*)™, C" et CP" sont des variétés toriques.

Dans la suite, on va se restreindre aux variétés toriques normales et séparées. On verra dans
la Section 1 comment ces variétés sont obtenues a partir d’éventails. On donnera également
un critere de régularité et de complétude. Puis dans la Section 2 on donnera une classification
des orbites de 'action du tore pour toute variété torique. Enfin, dans la Section 3, on décrira
les morphismes toriques.

1. Eventails et variétés toriques normales

Dans cette section, on construit la variété torique Xy associée a un éventail de Ng. Le
procédé utilisé est le recollement de variétés affines, comme dans le Chapitre I. On commence
donc par décrire les ouverts affines utiles pour le recollement.

1.1. Faces d’un coéne et ouverts affines. Soit ¢ © Nr un céne (polyédral rationnel
strictement convexe). La proposition suivante va nous permettre de décrire les ouverts Ty-
invariants de U,. On rappelle que toute face 7 < o s’écrit 1 =0 N Hy, pour un me a¥ n M
avec Hy, = {u € Ng | (m, uy = 0}.

PRrROPOSITION IV.1.1. Soit 7 = Hy, no une face de o pour m € a¥ n M. Alors C[TV n M]
est la localisation de Clo¥ n M| au point x™ € C[S,]. C’est a dire,

C[S,] = C[Sy]ym.

DEMONSTRATION. On fixe un ensemble fini S « N tel que o = Cone(S). L’inclusion
7 C o implique S, < S;. De plus, comme pour tout u € 7, (m, uy =0, on a =m € 7V. Donc

Se +Z-(—m) < S.
On montre 'inclusion inverse. Soit m’ € S; fixé. On pose
C = IBEEE(Km/’ u)| € N.
On a alors par choix de C que Cm + m/ € S,. En effet, soit u € S fixé. Si {m, u) = 0, alors

u € 7. Donc (m/, uy > 0, c’est-a-dire (Cm + m/, u) = 0. Si {m, uy # 0, alors (m, uy > 1.
Donc ({Cm + m/, uy = C{m, uy — C = 0. Ainsi, m' € S, + C(—m) et

Sr < Se + Z(—m).

45
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On a donc montré que

(6) Sy =Sy +Z-(—m)

ce qui entraine C[S;] = C[S,]ym. O
Soit 7 = H,, n o une face de o. D’apres la Proposition I11.3.23, I'identité N — N et

I'inclusion 7 < ¢ induisent un morphisme torique U, — U, associé & l'inclusion C[S,]| <
C[S7]. Grace a la Proposition IV.1.1, on a

(7) U- = Spec(C[S;]) = Spec(C[Ss]ym) = (Spec(C[S5]) ) ym = (Us) m < Us.

On en déduit que U; est un ouvert affine Ty-invariant de la variété U, . En particulier, si deux
cones o et ¢’ s’intersectent le long d’une face commune 7 = o N ¢/, on obtient les inclusions

U, DU, c Ug.
On va pouvoir recoller U, et U, le long de U, avec compatibilité de I’action de Tl .

REMARQUE IV.1.2. C’est pour cela que l'on utilise o, et non pas ¢, pour décrire la
variété torique U,. L’application o — U, préserve les inclusions, ce qui n’est pas vrai pour
les faces duales.

On termine par une proposition, élément clé pour montrer que la variété associée a un
éventail est séparée.

PRrROPOSITION IV.1.3. Si o1, 02 € ¥ et T =01 N oy, alors Sy = Sy, + S5,

DEMONSTRATION. L’inclusion Sy, + Sy, © S; découle du fait que oy +0y = (01 no2)" =
TV.
Soit p € S; et m € oy N (—oy) n M tel que o1 N Hy, = 02 0 Hp, = 7. En appliquant
(6) & o1, on obtient p = q1 + I(—m) o ¢1 € Sy, et [ € N. Comme —m € o5, on déduit que

pe Sy +Ss,. O

1.2. Eventails et recollement. La construction d’une variété torique & partir de recol-
lement de variétés affines suggere la définition suivante.

DEFINITION IV.1.4. Un éventail ¥ dans Ny est une collection finie de cones (polyédraux
rationnels strictement convexes ) de Ng telle que

(1) Pour tout coéne o € X, les faces de o sont aussi dans X.

(2) Pour tout o1, o9 € X, U'intersection o1 N o9 est une face de o7 et 9.
De plus si X est un éventail, alors

i. Le support de X est le sous-ensemble de Ny :
Sl = o< Ne.
e

ii. ¥(r) est 'ensemble des cones de dimensions r de X.

On montre maintenant comment les cones d’un éventail permettent la construction d’une
variété torique. Par le Théoreme 111.2.29, chaque cone o € ¥ donne une variété affine torique
U,. Pour toute face 7 de o donnée par 7 = 0 n H,,, on a U, = (Ug)xm. SiT=o01no9,le

Lemme I11.2.20 nous donne l'existence de m € oy n(—o5 )M tel que o1 "Hyy, = 09N Hypy, = 7.
On obtient ainsi les inclusions

(8) Us) 2 (Usy )ym = Ur = (Uoz)xfm < Us,.

Xm
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On considere maintenant la collection des variétés affines U, = Spec(C[S,]) ol o parcourt
tous les cones de X. Soit 01, 09 deux tels cones et 7 = 01 N og. Par (8), on a un isomorphisme

9oz,01 - (Um)xm - (Uoz)x—m
qui est l'identité sur U,. Comme les conditions de compatibilité pour recoller les variétés

affines Uy le long des variétés (Us),m sont vérifiées, on obtient une variété abstraite X. On
note Xy cette variété pour signaler qu’elle vient de 1’éventail 3.

THEOREME IV.1.5. Soit ¥ un éventail de Nr. La variété Xx, est une variété torique
normale et séparée.

REMARQUE IV.1.6. On rappelle qu'une variété algébrique complexe est séparé si et seule-
ment si elle est de Hausdorff pour sa topologie usuelle.

DEMONSTRATION. Comme chaque cone de ¥ est fortement convexe, {0} < Ng est une
face de tous les o € X. Donc Ty = Spec(C[M]) < U, pour tout o € X, c’est-a-dire Ty <
Xs. On sait que Ty agit sur U,. Comme les isomorphismes g,, -, donnent l'identité sur
C[Ssy o, ], o0 conclut que Paction est compatible sur I'intersection de chaque paire d’ouverts
du recouvrement de Xx. Cela donne une action algébrique de Ty sur X, .

La variété Xy, est irréductible car les ouverts U, sont des variétés affines toriques irré-
ductibles contenant le tore T . Par le Théoreme I11.3.12, la variété affine U, est normale. En
utilisant la Proposition 1.2.11, on conclut que Xy est normale.

Pour montrer que Xy, est séparé, il suffit de montrer que pour chaque paire de cones
o1, 02, 'image de l'application diagonale

A:U; - Uy x Uy,
ou T = 01 N 03, est fermée. L’application A vient de ’homomorphisme de C-algebre
A*: C[Ss,|®c C[Ss,] — C[S/]
X"@xT = X
D’apres la Proposition 1V.1.3, A* est surjective, et
C[S;] ~ (C[S,,] ®c C[Ss,]) / ker A*.
Donc I'image de A est un fermé de Zariski de Uy, x Us,. O

REMARQUE IV.1.7. La variété torique Xy est parfois notée X (X). Si l'on veut préciser la
dépendance au réseau IV, on notera Xy par X n.

ExEMPLE IV.1.8. Le Théoreme IV.1.5 montre qu'une variété affine torique normale U,
est égale a la variété torique Xy, ol X est 1’éventail engendré par o (c’est a dire o et toutes
ses faces).

EXEMPLE IV.1.9. On classifie toutes les variétés toriques normales et séparées de dimen-
sion 1. On peut supposer que N = Z et Ng = R. Les seuls cones de Ny sont o¢ = [0; +o0[ ,
o1 =] —; 0] et 7 = {0}. Ceci donne 4 éventails possible.

(1) L’éventail {7} donne la variété C*; en effet S, = Z et U, = Spec(C[t, t71]).
2) Les éventails {og, 7} et {01, 7} donnent la variété C car S,, = N et U,, = Spec(C|[t]).

3) L’éventail {oq, o1, 7} donne la variété CP!.

~—~~

On représente ici 1’éventail de CP! :
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01 0 o}

Voici des exemples de surfaces :

EXEMPLE IV.1.10. Soit r € N et ¥, l’éventail de Ng = R? formé des cones op =
Cone(ey, e2), o2 = Cone(er, —e2), 03 = Cone(—ez, rea —e1) et o4 = Cone(ez, rez — e1).

01

02

La variété torique Xy, associée est recouverte par des ouvert affines
Uy, =Spec(C[z, y]) ~ C?
Uy, =Spec(C[z, y~']) ~ C?
Uy, =Spec(C[z™!, 7"y~ 1]) ~ C?
Uy, =Spec(C[z7!, z"y]) ~ C2.
La variété Xy, est appelé surface d’Hirzebruch , on la notera F,.

Un fait remarquable est qu’en général, toute variété torique normale séparée provient d’un
éventail. C’est une conséquence du théoreme de Sumihiro, que ’'on admettra.

THEOREME IV.1.11 (Sumihiro). Soit Ty un tore agissant sur une variété normale séparée
X. Alors tout point p e X a un voisinage ouvert affine Tn-invariant.

COROLLAIRE 1V.1.12. Soit X une variété torique normale et séparée qui a pour tore T .
Alors il existe un éventail ¥ de Ny tel que X ~ Xy,

REMARQUE IV.1.13. Dans le reste de ce cours, on ne considere plus que des variétés
normales et séparées. A partir de maintenant, par variété torique on entendra variété
torique normale et séparée. En particulier, toutes les variétés toriques de la suite du cours
sont définies par un éventail.

EXERCICE IV.1.14. Donner les éventails des variétés toriques C* x C*, C* x C, C* x CP!,
C x C, CP* x CP!, CP2.

On peut construire des exemples en dimension plus grande a ’aide de produits :
PROPOSITION IV.1.15. Soit 3; < (N;)r un éventail, pour i€ {1,2}. Alors,
¥ x Yo = {01 x 09| 0y € 5}
est un éventail dans (N1 x Na)r et

XgleQ = Xgl X XEQ.
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EXERCICE IV.1.16. Démontrer la Proposition IV.1.15.
On peut aussi construire des exemples singuliers.
Devoir maison 3 : Etude d’un exemple, Exercice IV.1.17.
EXERCICE IV.1.17. On considere [’espace projectif a poids P(1,1,2). Cet espace est, par
définition, le quotient de C*\{0} par I'action de C* donnée par
Crx C\{0} —  C\{0}
A\ (2,9,2)) —  (Az, Ay, A%2).
(1) Montrer que P(1,1,2) est une variété torique.

(2) On définit le réseau N comme le quotient de Z3 par le sous-réseau Z- (1, 1,2). On pose
u; 'image de 1’élément e; de la base standard de Z* dans N, pour i € {1,2,3}. Montrer
la relation uy 4+ uo + 2ug = 0.

(3) Soit X I’éventail de N formé par ’ensemble des cones engendrés par les sous-ensembles
de {u1,us,us}. Montrer que Xy ~ P(1,1,2).

(4) Montrer que U,, ~ V(zz — 3?), et donc Xy, est singuliere.

On finit cette section par une description en termes d’éventails de la régularité et de la
complétude des variétés toriques.

DEFINITION IV.1.18. Soit ¥ < N un éventail. On dit que :
(1) X est lisse (ou regulier) si tout come o de ¥ est lisse.
(2) X est complet si son support vérifie
5= o= Ne.
>

On a alors

THEOREME IV.1.19. Soit X5, la variété torique définie par ’éventail 3 de Nr. Alors,
(1) Xx est une variété lisse si et seulement si [’éventail ¥ est lisse.

(2) Xx est compacte au sens de la topologie classique si et seulement si 3 est complet.

DEMONSTRATION. Le point (1) provient du Théoréme I11.3.19 car la régularité est une
notion locale. Le point (2) sera démontré dans la Section 2.5. 0

EXERCICE IV.1.20. Vérifier que les surfaces de Hirzebruch F, = Xy et CP? sont lisses.

REMARQUE IV.1.21. Un fait non trivial, démontré par Serre dans son article GAGA, est
qu’une variété algébrique complexe X est compacte pour la topologie classique si et seulement
si elle complete pour la topologie de Zariski (c’est a dire que pour toute variété Z, la projection
7wz X x Z — Z est fermée). Cette notion de complétude est la bonne notion qui remplace
la compacité en géométrie algébrique, et le théoreme IV.1.19 donne un critere de complétude
pour une variété torique.

2. Correspondance orbites-cones

On note Ty le tore d’une variété torique fixée Xy. Dans cette partie, on étudie les orbites
de l'action de Ty sur Xyx. On montrera dans le Théoreme IV.2.5 qu’il existe une bijection
entre les cones de Xy, et les Ty-orbites (i.e les orbites de l'action de T sur Xy).
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2.1. Points et homomorphismes de semi-groupes. Avant d’étudier les orbites de
I’action, on rappelle quelques faits sur la description intrinseque des points pour une variété to-
rique. Dans la Proposition I11.3.1, on a vu que les points de la variété affine U, = Spec(C[S,])
sont en bijections avec les homomorphismes de semi-groupes v : S, —» C ot S, = ¥ N M.
Du Lemme II1.2.8 et de la Proposition I11.2.13 on déduit les faits suivants. Pour tout cone o,
on a un point v, de U, défini par

- 1 simeoctnM
N > .
To 0 sinon.

Le point associé a v, est appelé point distingué de o. Par le Corollaire 111.3.7, le point -, est
fixé sous 'action de Ty si et seulement si dimo = dim Ng. De plus, si 7 est une face de o,
alors v, € U,. Les points distingués apparaissent comme limites de 'action du tore. Dans la
proposition suivante, et ce qui suit, on identifie les points de Tn avec leur image dans X
donnée par l'inclusion Ty < Xx.

PrRoPOSITION IV.2.1. Soit o0 € Ngr un cone et soit u € N. Alors

ueo <3 %ir%/\“(t) e U,.
De plus, si u € Relint(o), alors }in(l) A4(t) = 5.

DEMONSTRATION. Soit u € N fixé. En utilisant un plongement de U, dans C?* de la forme
U, = Y, pour un systeme de générateurs A de S,, on a :

lim A“(¢) existe dans U, < %in% X" (A“(t)) existe dans C pour tout m € S,

t—0

= }in% MW existe dans C pour tout m € S,

< {m, uy =0 pourtout meS, =c" n M
sue(oV) =o.

Ceci montre la premiere assertion.
Par ailleurs, si uw € 0 n N, alors lim A\“(t) € U, est le point associé & I’homomorphisme de

t—

semi-groupe v, : S¢ — C défini par

Yy i M E Sy — 71im%t<m’“>.

Si u € Relint(o), alors (m, u) > 0 pour tout m € S,\o* et (m, u) = 0 pour tout m € Sy, N ot.
En passant a la limite, on obtient le point ~,. [l

EXERCICE 1V.2.2. Illustrer la proposition précédente sur 'exemple
V(xy — zw) = Spec(C[a¥ n Z?)),
ou oV := Cone(ey, ea,e3,e1 + €3 — €3).

2.2. Les orbites du tore. On étudie maintenant les T-orbites sur Xy. Chaque cone
o € Y admet un point distingué ~, € U,. Ceci donne une orbite du tore
O(O’) = TN Yo & XE.

Pour déterminer la structure de O(c), on commence par un lemme dont la preuve est laissée
en exercice.
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LEMME 1V.2.3. Soit 0 un céone dans Ngr. Soit N, le sous réseau de N engendré par les
points de c "N et N(o) = N/N,.

(1) L’appariement entre M et N induit un appariement non-dégénéré
(9) (-, Y0t "M x N(o) - Z.
(2) La paire duale (9) induit un isomorphisme naturel
Homz(O'J' @ M, (C*) =~ TN(O’)?
ot sy = N(0) ®z C* est le tore associé a N (o).
Soit un point p € U, représenté par ’homomorphisme de semi-groupe v : S, — C et
t € Ty. On rappelle que le point ¢ - p est représenté par ’homomorphisme de semi-groupe
(10) t-y:me S, — x"(t)y(m).
LEMME IV.2.4. Soit o un céone dans Ng. Alors
O(0) ={y:8, = C | y(m) #0 < me ot nM}~Homg(oc" n M, C*) ~ TN (o)-
DEMONSTRATION. L’ensemble O' = {y: S, — C | v(m) # 0 & m € o* n M} contient
Yo De plus O’ est invariant sous action de T définie en (10). On en déduit que O(o) < O'.
On remarque par ailleurs que o est le plus grand sous espace vectoriel de Mg & Pintérieur
de oV. Donc S, N o est un groupe contenu dans S, = ¥ N M. Si~y e O, alors la restriction
de v & S, n ot = o n M donne un homomorphisme de groupe 7 : - n M — C*.

Inversement si 4 : o+ N M — C* est un homomorphisme de groupe, on obtient un
homomorphisme de semi-groupe v : .S, — C défini par

[ A(m) si meatn M
v(m) = { 0 ailleurs

On a donc O' ~ Homgz(c+ n M, C*).
En effectuant le produit tensoriel avec C* de la suite exacte

0 > N, >y N » N(o) —— 0

on obtient une surjection
Ty = N ®z C* - Ty(y) = N(0) ®7 C* ~ Homgz (0" n M, C*).
Les bijections
Tn() =~ Homy(ob n M, C*) ~ O’
sont compatibles avec ’action de Tl. Donc Ty agit transitivement sur O’. Comme v, € O,
on conclut que O’ =Ty -7, = O(0). O

2.3. La correspondance. Le théoreme suivant caractérise en termes convexes les orbites
du tore.

THEOREME IV.2.5 (Correspondance orbites-cones). Soit Xy, la variété torique d’un éven-
tail ¥ dans Ng. On a alors les propositions suivantes.

(1) L’application
{Cone oceX} — {Tn — orbite de Xx}
o — O(o)
est une correspondance bijective.
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(2) Soit n = dim Ng. Pour chaque céne o € &2, dimO(o) = n — dimo.

(8) L’ouvert affine U, est l'union d’ orbites suivantes

U, = | o).

(4) On a linclusion T < o si et seulement si O(c) < O(7). De plus,

0(r) = | 0(0)

ot O(T) est la fermeture a la fois dans la topologie de Zariski et la topologie classique.

DEMONSTRATION. Point (1). A tout céne o € ¥ est associé une T-orbite O(o) telle que
sio #0', O(0) # O(c’), d’apres la description du Lemme IV.2.4. Soit O une Ty-orbite dans
Xx,. Comme U, est une variété torique ayant pour tore 1Ty, on déduit que Xy est recouvert
par des ouvert Tny-invariants qui sont donc des réunions de Tn-orbites. De plus les ouverts
Uy vérifient Uy, N Uyy = Uy ~gy- Donc il existe un cone minimal o € ¥ tel que O < U,. On
va montrer que O = O(o). Cela conclura la preuve du premier point.

Soit v € O et E, = {m € S, | yv(m) # 0}. L’ensemble E, vérifie que si m,m’ € 0¥ n M
avec m +m’ € E,, alors m,m’ € E,. D’apres le Lemme II1.2.8 qui caractérise les faces de oV,
on en déduit que £, est Iintersection d'une face de 0¥ avec M. D’apres la caractérisation
des faces de oV (Proposition 111.2.13), il existe une face 7 < o tel que E, = 7+ n S,. Ceci
implique que v € U; (i.e. le morphisme de semi-groupes associé a v est la restriction d’'un
morphisme de semi-groupes défini sur S;). On a montré que O < U,. Par minimalité de o,
nous avons 7 = o. Ainsi,

{me Sy |y(m) # 0} = o ~ M.

Par le Lemme IV.2.4, v € O(o). On a alors 'égalité O = O(o) car deux orbites sont égales ou
disjointes.

Point (2). Par le Lemme IV.2.3, on a dimO(¢) = dimTy(,) = rang(N) — rang(N,).
Comme rang(N,) = dimo et rang(/N) = n, on obtient dimO(c) = n —dimo.

Point (3). Si 7 < o est une face, alors O(7) € U, < U,. Donc O(7) est une orbite de U,.
Comme U, est une union d’orbites, on conclut d’aprés le premier point que toute orbite de
U, est de la forme O(7) avec 7 < 0.

Point (4). On commence avec la cloture de O(7) dans la topologie classique que ’on note

O(7). Le fermé O(7) est invariant sous I'action de Ty, donc est une union d’orbites.

On suppose que O(o) < O(r). Comme U, est ouvert pour la topologie classique, si
O(1) nU, = &, alors O(1) n U, = . Ceci contredit O(c) = O(r) . Donc O(1) < U, par le
troisiéme point, on conclut que 7 est une face de o.

Réciproquement, on suppose que 7 est une face de o. On va construire un point dans
O(7) n O(o) de la forme 7, - 7, olt v, est le point distingué de U;. Soit u € Relint(o). Pour

t € C*, on définit y(t) = A“(¢t) - 7. Le morphisme associé a y(t) est 'application
m = XN (1) (m) = 7y (),

Comme v, € O(7), 7(t) € O(1) pour tout ¢t. On étudie maintenant la limite quand ¢ — 0, ce
L ona{m, u)=0.Donc

sera un point de O(7). Sim e o¥\ot, (m, u) >0etsime o

7(0) = lim~(?)
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existe en tant que point de U, et par la Proposition IV.2.1, il représente un point dans
O(o) = TN - Yo Ainsi, O(1) n O(0) # . Donc O(o) < O(7). L’égalité suivante est donc

démontrée
O(7) = | J O().

T<0

Il nous reste & montrer que O(7) est aussi un fermé de Zariski. Si on effectue I'intersection
de O(r) avec U,s, nous avons d’apres les points (3) et (4) que

O(1)nUy = |J Ofo).

T<0=<0o’

Or, on peut démontrer que (cf exercice ci-dessous)
) O(0)=v(1)
T<0=<0’
pour l'idéal I défini par
I=M|me (0") n M\m) c C[Sy].

Cela montre que le fermé classique O(7) est une sous-variété de Xy. Donc O(7) est la fermeture
de Zariski de O(T). O

EXERCICE IV.2.6. Montrez 1’assertion

) 0@)=v()

T<0<0’
pour l'idéal I défini par
I=M|me (o) n M\m) < C[S].
(Notez tout d’abord que V(I) est une union d’orbites de U,.. Puis utilisez le fait que pour v,

le point distingué de U,, X" (75) = Ys(m), ou dans le deuxieme terme de 1’égalité v, est vu
comme morphisme de semi-groupes).

EXERCICE IV.2.7. Caractériser les orbites de CP? en termes de coénes d’un éventail.
Fin du cinquieme cours (09/02/2021)

2.4. Les variétés V(7). Avec les notations de la section rpécédentes, on va voir que les
fermetures des orbites sont également des variétés toriques. On note, pour 7 € X,
V(r) = O(r).

Le tore O(7) = T est un ouvert de V(7), o N(7) a été défini dans le Lemme IV.2.3.
Pour chaque cone o € ¥ contenant 7, on note & I'image du cone ¢ par ’application quotient
Nr — N(7)r venant de

0 > N, N » N(1) —— 0 .
On pose alors [’étoile de T
Star(r7) ={gd < N(7)r |7 < 0 € }.
C’est un éventail dans N(7)g. Des points (1) et (4) du Théoréme IV.2.5 on déduit :

PROPOSITION IV.2.8. Pour tout 7 € X3, la fermeture de lorbite V(1) = O(7) est isomorphe
a la variété torique Xgpar(r)-
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EXERCICE IV.2.9. Décrire les variétés V(1) pour Xy, = F,, la surface de Hirzebruch.
2.5. Compacité. On peut maintenant démontrer le point (2) du Théoreme IV.1.19 :

THEOREME IV.2.10. Soit Xx, une variété torique. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) X5 est compacte dans la topologie classique ;
(2) Pour tout u€ N, la limite %ir% AU(t) existe;

(3) ¥ est complet.

DEMONSTRATION. On sait que Xy est séparé et donc Hausdorff dans la topologie clas-
sique. Comme la topologie des affines U, est métrisable, X5, est compacte si et seulement si
elle est séquentiellement compacte. On va montrer (1) = (2) = (3) = (1).

Supposons alors que Xy est compacte. Soit u € N. Pour toute suite (t;) € C* qui tend
vers 0, on peut extraire par compacité une sous-suite de (A%(¢;)) qui converge dans Xx, vers
un point v. Comme Xy est recouverte par les ouverts affines U,, on peut fixer o € 3 tel que
v € U,. 1l s’agit de montrer que %g% A(t) = v € Uy, c’est a dire, par la Proposition 1V.2.1,

u € 0. Soit alors m € 0¥ n M. La fonction x" est continue sur U, pour la topologie classique,
et donc
X"(7) = Hm x™(\U(t)) = lim ()™,

k—+00 k—+00
Comme cette limite existe, on en déduit que (m,u) > 0, et donc u € (o)
(1) = (2).

On suppose maintenant que (2) est vraie. Soit u € N. On a 7111][(1) A"(t) existe dans un certain

vV = ¢g. D'ou

U,, et donc par Proposition IV.2.1, n € ¢ n N. On en déduit que
N = U onN,

>
et donc X est complet.

Montrons maintenant (3) = (1) par récurrence sur la dimension de Xy. Dans le casn = 1,
le seul éventail complet correspond la variété CP qui est homéomorphe & la sphere S2, et
donc compacte. Supposons alors que pour tout éventail complet d’un espace de dimension
inférieure strictement a n € N*, la variété torique associée soit compacte. Soit X un éventail
complet de N, ou Ng est supposé de dimension n. Soit (%) € X5 une suite de points. On doit
extraire une sous-suite convergente. Comme Xy est recouverte par un nombre fini d’orbites
O(7), on peut supposer sans perte de généralité que la suite () est dans une orbite fixée
O(7) pour un 7 € 3. Si 7 # {0}, alors dim(7) > 1 et la variété V(1) = O(7) est de dimension
inférieure ou égale a n — 1. On peut appliquer I’hypothese de récurrence pour conclure dans
ce cas. Reste alors a traiter le cas ou la suite est dans O({0}) = Ty

On introduit alors I’application logarithmique suivante :

L: TN ~ HomZ(M, C*) — NR ~ HomZ(M, R)
gl = L(y) : m— log|y(m)].
Cette application satisfait I'implication suivante, pour o € X :

L(y)e —o =Vmeo’ nM, |y(m)| < 1.

On considere (L(7x)) € Ng. Comme N est recouvert par les cones o € ¥ en nombre fini, il
I’est par 'union des cones —o, o € X, et donc on peut supposer sans perte de généralité qu’il



3. MORPHISMES TORIQUES 55

existe o € ¥ tel que (L(vx)) € —o. Mais alors Ym € 0¥ n M, Vk, |y (m)| < 1. On fixe alors
un systeme fini de générateurs A = {my,...,ms} de S,. On a que pour tout j, et tout k,
|7%(m;)| < 1. On peut donc extraire une sous suite, notée encore (), telle que pour tout j,
~k(m;) soit convergente. En utilisant un plongement de la variété U, = Yy, on voit que (x)
converge.

O

3. Morphismes toriques

On va caractériser sur les éventails les morphismes toriques entre variétés toriques. Un tel
morphisme doit étre algébrique et préserver la structure du tore.

DEFINITION IV.3.1. Une application ¢ : X5, — Xy, entre deux variétés toriques est un
morphisme torique si

(1) ¢ est un morphisme dans la catégorie des variétés algébriques;
(2) la restriction de ¢ au tore T, < Xy, est un morphisme de groupes a valeurs dans le

tore Ty, < Xy,

REMARQUE 1V.3.2. On rappelle qu'un morphisme ¢ : X — Y entre variétés algébriques
est un morphisme d’espaces annelés. C’est a dire, dans notre situation, une application Zariski-
continue telle que pour tout couple d’ouverts de Zariski U < X et V < Y, la restriction

6 Un¢ Y V)=V

préserve les applications régulieres (Vf € Oy (V), ¢*(f) := fo¢p € Ox(U n ¢~ 1(V))). Un
morphisme est donc une application continue “localement réguliere”.

Comme dans le cas affine, on peut démontrer que les morphismes dans la catégorie torique
sont équivariants :

LEMME IV.3.3. Soit ¢ : X5, — Xy, un morphisme torique. Alors ¢ est équivariant pour
Uaction des tores, c’est a dire :

V(t,z) € Ty x X5y, ¢(t - x) = ¢(t) - ¢().

3.1. Y-Compatibilité. La traduction sur les éventails d’un morphisme torique suit na-
turellement le cas affine vu en Section 3.4 du Chapitre III.

DEFINITION IV.3.4. Soient Ny, Ny deux réseaux et ¥; un éventail de (N;)g, pour i € {1,2}.
Un morphisme de Z-modules ¢ : N1 — No est compgtible avec les éventails X1 et Yo si pour
tout cone oy € X1, il existe un cone o9 € X9 tel que ¢p(01) < o9.

On a alors I’équivalence des deux notions de morphismes :

THEOREME 1V.3.5. Soient N1, No deux réseaux et X; un éventail de (N;)r, pouri € {1,2}.

(1) Si ¢ : Ny — Ny est un morphisme de réseaus compatible avec X1 et Yo, alors il y a un
morphisme torique ¢ : Xx, — X, tel que la restriction au tore ¢|TN1 soit application

a@l:Nl@)Z(C*HNQ@Z(C*.

(2) Réciproquement, si ¢ : Xy, — Xx, est un morphisme torique, ¢ induit un morphisme
de réseaux ¢ : N1 — No compatible avec Y1 et Yo.
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DEMONSTRATION. Preuve de (1). Soit o1 € ¥ et 09 € X5 tel que ¢pg(01) < 02. D’apres la
Proposition I11.3.23, le morphisme ¢ ® 1 s’étend en un morphisme torique ¢, : Uy, — Uy, <
Xy,. Les morphismes {¢5, | 01 € X1} se recollent en un morphisme torique ¢ : X5, — Xs,.
En effet, si 01,07 € 31 et 09,0, € ¥y sont tels que dr(o1) = o2 et ¢r(of) = ob, on a
Pr(01 N 0y) < ¢r(o1) N dg(o]) = 02 N o5 On en déduit que les restrictions de ¢o, et ¢
a Uy N Uy = Uy, g sont égales & ¢y, . Ceci suffit pour assurer le recollement et définir
¢ Xy, — Xy,

Preuve de (2). La restriction de ¢ & Tn, est un morphisme de groupes, et pour tout
u € Nip, la composition ¢ o \* : C* — Ty, est un sous groupe a un parametre Ao de
Tn,. Comme ¢|TN1 est un morphisme de groupe, I’application v € N; — ¢(u) € No est un
morphisme de réseau. Il s’agit donc essentiellement de montrer que ¢ est compatible avec les
éventails. Soit o1 € ¥1. On va utiliser la correspondance orbites-cones pour trouver oo € Yo

tel que @g(01) < 2. On a, par équivariance de ¢, ¢(O(a1)) = ¢(Tn, - Vo1) < T, - (70,), O
TN, - (Vs,) est une orbite. Il existe donc o9 € ¥y telle que

¢(0(a1)) < O(03).

On va montrer que

(11) ¢(Usy) © Usy.
On rappelle que

Us = | Om).

T <0;

Soit alors 7 < 01. En raisonnant comme pour o1, on sait qu’il existe 79 € 3o tel que

$(0O(1)) = O(72).

De plus, ¢ est continue et donc O(o1) < O(71) implique
¢(0(01)) = ¢(0(m1)) = O(72).

On a alors 'inclusion de l'orbite contenant ¢(O(o1)) :

O(O’Q) c O(Tg),

ce qui implique en retour que 7o < 09, et donc I'inclusion (11) est vérifiée. Mais alors ¢ induit
un morphisme torique de Uy, vers Uy, , et donc par la Proposition 1I1.3.23 on a la compatibilité

61&(0—1) C 09.

0

EXERCICE 1V.3.6. Déterminer des exemples de morphismes toriques F, — CP!. On peut
démontrer que F, admet une structure de fibration torique sur CP!.

EXEMPLE 1V.3.7. Pour tout éventail X de Ngr et tout a € N*, I’application

¢, N — N

u = au

est compatible avec . On en déduit un morphisme torique ¢, : Xy, — Xy dont la restriction
au tore Ty ~ (C*)" est donnée par ¢4 (t1,...,t,) = (t7,...,t2).
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3.2. Blow-ups. On présente une classe de morphismes toriques tres utile dans la classi-
fication des variétés algébriques, les éclatements (ou blow-ups en anglais).

REMARQUE IV.3.8. On se restreindra aux éclatements de points, mais cette procédure
peut étre étendue a 1’éclatement de sous-variétés.

On commence par un exemple en dimension 2 :

EXEMPLE IV.3.9. Soient Vj = C2 = Spec(C[u,v]) et V4 = C? = Spec(C[w, z]) deux copies
de C2. On considere les ouvers affines :

Vio := Vo\V(v) = Spec(Clu, v]y)

et
Vo := Vi\V(z) = Spec(C[w, z].)

que 'on va recoller via les morphismes

g9 Clw,z]. — Clu,v],

w — wuv

: o1

et

951 Clu,v]y, — Clw,z],

u — wz

v — 1

z

Comme 90_11 = g10, on peut recoller Vy a Vi le long des ouverts affines Vig ~ Vp;. On note V'
la variété obtenue. On va montrer que V =~ Bly(C?), I’éclatement de C? & D'origine, donnée
par

Bly(C?) := V(zgy — z12) < CP! x C?,
ot les variables [z, 1] sont les variables homogenes de CP! et (x,y) sont les variables de
C2. Pour cela on va identifier un recollement qui permet d’obtenir W := Bly(C?). La variété
CP! x C? est recouverte par

Up x C? = spec«c%,x,y])

et
Uy x C? = Spec(@[?,x,y]).
1

On en déduit que W est recouverte par les affines

W0=WmU0><(C2=V(y—(%):r)cng(C2
0

et
Wi =W AU, xC2:V(x—(?)y)cU1 x C2,
1
dont les anneaux de coordonées sont respectivement
I T I
CWo] =Cl—, z,y]/(y — (——)z) ~ C[—, 2]
i) i) i)
et
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La variété W est alors obtenue par le recollement de Wy et Wy le long de Wo\V(ZL) ~
Wi\V(32) via I'isomorphisme

Cli ]l = C[3yl=
zo 2

xo’
z1 — 1 _ (m)*l
0 0 x7

On voit que les morphismes de recollement sont les mémes que pour V et que V ~ W.
On passe maintenant a la description du morphisme d’éclatement

7 : Blp(C?) — C2

La projection sur le deuxieme facteur my : CP' x C? — C? induit une projection 7 : W — C?
par restriction a W. Dans la carte locale Wy, de coordonnées (z, %), la projection se lit
(z, %) — (x,y = xi—é), et est induite par le morphisme

C[C?] = Clz,y] — C[3,a] ~ C[Wy]

X
Z1
xo "

T —>

) = z

On obtient de méme une expression de 7 sur Wy. Les propriétés fondamentales de ce mor-
Y 1

phisme sont les suivantes :

(i) I'image réciproque E := 7~1(0) (appelée diviseur exceptionnel) est isomorphe & CP!;
(ii) La restriction 7 : W\E — C?\{0} est un isomorphisme.

La preuve de ces faits suit facilement de la description locale de 7 pour le point (ii) et de la
définition de W < CP! x C? pour le point (7). Ces résultats expliquent la terminologie : on a
“éclaté” 'origine de C? pour la remplacer par I'ensemble de toutes les directions en l'origine,
c’est & dire CP'.

On va maintenant donner une description purement torique du morphisme d’éclatement.
Soient les deux éventails suivants de Ngr = R?, avec N = Z? : ¥ est ’éventail de C?, dont les
cones sont donnés par o et I’ensemble des ses faces :

(0,1) o

L’éventail ¥/ est lui donné par o1, o9 et I'ensemble de leurs faces :
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01

02

On laisse en exercice le soin de vérifier que Xy ~ C2? et que Xyv ~ Blg(C?). De plus, le
morphisme identité Id : Z? — Z2 est compatible avec ¥’ et ¥ (tous les cones de ¥’ sont
envoyés dans ). On a alors un morphisme torique induit ¢ : X5y — Xx. On peut reconnaitre
le morphisme d’éclatement décrit ci-dessus en travaillant dans les cartes affines. En effet, la
restriction ¢ : U,, — U, est induite par I'identité sur le tore, et correspond donc au morphisme

Clz, 2™ 1y] ~ C[Uy, ]

ClUs] = Clz,y] —
x — x
y — y =a(z'y).

On peut généraliser cet exemple en dimension supérieure :

EXERCICE IV.3.10. On définit [’éclatement de C™ a l’origine, noté Blo(C™), comme étant
la sous-variété W de CP"~! x C" définie par les équations suivantes :

W = Blg((C”) = V(l‘i_lyj — XTj-1Y; | 1<i<j < n) c CP" ! x cm,
ot les [zo,...,2n—1] sont les coordonées homogenes de CP" ! et les (y;) les coordonées de
C™. On pose, pour i € {1,...,n},
Uifl = CPn_l\V(l‘ifl)
et
Wifl =Wn (Uz’fl X Cn)
(1) Montrer que pour tout 7 on a

i) Ti—2 ZT; Tp—1
C[Wi_l]ZC[ goe ey ! N ! yee ey n 5 z]
Ti—1 Ti—1 Ti—-1 Ti—1

(2) Identifier les isomorphismes qui permettent de recoller les ouverts W;_1\V(z;_1) et
W;-1\V(x;—1) pour obtenir W.

(3) Montrer que la projection 7o : CP"~! x C® — C" induit un morphisme 7 : W — C"
qui vérifie :
(i) l'image réciproque 7 1(0) = E est isomorphe & CP"~!;
(ii) La restriction 7 : W\E — C™\{0} est un isomorphisme.

(4) Donner une description en termes d’éventails du morphisme torique 7.

On passe maintenant a la description générale de la procédure d’éclatement.
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DEFINITION IV.3.11. Soit ¥ un éventail de Ng ~ R". Soit o = Cone(uy,...,u,) < Nr
un cone lisse de X, tel que {uy,...,u,} soit une base de N. On pose ug := uy + ... + uy
et on définit ¥'(0) comme étant I'ensemble des cones engendrés par les sous-ensembles de
{uo, ..., un} qui ne contiennent pas {ui, ..., u,}. On définit la subdivision étoilée de ¥ le long
de o0 comme étant I’éventail

Y¥(o) := (B\{o}) u X/ (0).
EXERCICE IV.3.12. Résoudre les questions suivantes :
(1) Vérifier que X*(0) est bien un éventail de Ng.
(2) On considére dans R3 1’éventail ¥ défini par Cone(ey, e2, e3) et 'ensemble de ses faces.
Décrivez ¥* (o).
(3) Faire un dessin.

La subdivision étoilée correspond a ’éclatement le long du point distingué ~, :

PROPOSITION 1V.3.13. Soient ¥ un éventail de Ng ~ R" et 0 = Cone(uq,...,u,) € X un
cone lisse tel que {uy,...,u,} soit une base de N. Alors le morphisme identité Id : N — N
est compatible avec ¥* (o) et 3. De plus, le morphisme torique induit

P1d : Xgx(o) = Xx

est Uéclatement de Xx; au point distingué ~,.

DEMONSTRATION. Par construction de la subdivision étoilée, il est clair que tout cone de

¥*(o) est inclus dans un cone de X. On a donc un morphisme torique induit

b1d : Xs# (o) = X3
Comme ¥ et ¥*(0) sont identiques pour les cones en dehors du support de o, on peut se
restreindre au cas ou X est I’éventail constitué de o et toutes ses faces. Dans ce cas, Xy =
U, ~ C" car o est lisse, de dimension n et strictement convexe. On sait également que le
point distingué 7, est 'unique point fixe sous 'action de Ty, et correspond a l’origine dans
I'isomorphisme U, ~ C". On laisse alors en exercice de vérifier que dans cette description
locale, le morphisme

¢Id . Xz*(a) - Uo'
correspond a 1’éclatement de C™ en l'origine décrit dans ’exercice IV.3.10. g

Fin du sixieme cours (16/02/2021)



Chapitre V

Surfaces toriques

Dans ce dernier chapitre, on spécialise les constructions des Chapitres III et IV au cas de
la dimension 2. On dénote N un réseau de rang 2, M = Homgz(N,Z) son réseau dual, < -, - >
I’appariement entre M et N, et Ty = N ®z C* le tore complexe associé. En pratique, on
supposera N = Z2, ce qui est toujours possible aprés un choix de Z-base.

La description en termes d’éventails de Ng ~ R? des surfaces toriques est trés simple.
Elle va nous permettre dans la Section 1 d’obtenir une classification de toutes les surfaces
toriques lisses complétes (i.e. compactes). Le procédé d’éclatement décrit dans la Section 3.2
du Chapitre IV est l'outil principal pour obtenir ce résultat.

1. Classification des surfaces toriques complétes lisses

On a déja vu dans le Chapitre IV (Exemple IV.1.10 et Exercice IV.1.14) des exemples de
surfaces toriques lisses : CP? et les surfaces de Hirzebruch F,., r € N. On rappelle les éventails
de ces surfaces. L’éventail de CP? dans R? = Z2 ®7 R est donné par :

01

02

Zc]pz

et celui de la r-éme surface de Hirzebruch F, est donné par la figure suivante (le réseau
sous-jacent est Z?) :

61
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A T'aide d’éclatements vus en Proposition 1V.3.13, on peut construire d’autres exemples.
Ainsi, I’éventail de F; est

et éclatement Bl,, (Fy) de IFy au point 7,, est donné par I'éventail suivant :

De méme, I'éclatement Bl,, (CP?) de CP? au point 7,, est donné par I’éventail suivant :
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2Bl (CP2)

On peut alors itérer le procédé d’éclatement et obtenir de nombreux exemples de surfaces
toriques lisses complétes. Par exemple, on obtient un éclatement itéré de CP? en éclatant
Bl,,. (CP?) au point Yoy, ce qui donne la surface torique dont I'éventail est figuré ci-dessous :

01

02

En fait, toute surface torique lisse et complete est obtenue de cette maniere :

THEOREME V.1.1. Toute surface torique lisse compléte est obtenue a partir d’une succes-
sion d’éclatements de CP? ou bien d’une surface de Hirzebruch F,, r € N.

REMARQUE V.1.2. Une méme surface torique lisse peut étre obtenue & partir d’une succes-
sion d’éclatements de différentes surfaces. Par exemple, I'éclatement Bl,,_ (F1) est également

I’éclatement de CP! x CP! en un point bien choisi.

L’objectif de cette section est de démontrer le Théoreme V.1.1. Soit Xy, une surface torique
complete lisse, d’éventail ¥ dans R%. Comme elle est complete, on sait que le support de ¥
est R2, et on a donc :

LEMME V.1.3. L’éventail ¥ est entiérement déterminé par l’ensemble
3= {u, [ pe %, dim(p) = 1}
des générateurs primitifs des cones de dimension 1 (ou rayons) de X.

On dénote par ug, uq, . . . , ug = ug les générateurs primitifs des rayons de 32, ordonnés dans
le sens inverse des aiguilles d’une montre. Par exemple, pour CP? on a le schema suivant :
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u; = (0,1)

up = uz = (1,0)

U9 = (—1, —1)

La relation suivante entre les u; sera utilisée dans la preuve du Théoreme V.1.1.

LEMME V.1.4. Toute paire successive {u;, u;41} est une Z-base du réseau Z2. On en déduit
que pour tout i € {1,...,d}, il existe a; € Z tel que

(12) aiU; = Uj—1 + Ui+1-
De plus, on a une contrainte topologique sur la position relative des u; :

LEMME V.1.5. Soient u; et u; des éléments distincts de L. Alors, on ne peut pas avoir
simultanément
Uuj; € (Ri s Ui+1 + Ri . (—ul))
et
ujr1 € (RY - (—ui) + R - (—uig1)) -
DEMONSTRATION. Indication : écrire u; et u;41 dans la base donnée par {u;, u;4+1}. O
On a maintenant tous les ingrédients pour démontrer le Théoreme V.1.1.

PREUVE DU THEOREME V.1.1. Onrappelle que d est le nombre de rayons de X.. La preuve
repose alors sur les faits suivants :

(1) Sid =3, alors Xy, ~ CP2.
(2) Sid =4, alors il existe r € N tel que Xy, ~ F,.

(3) Sid =5, il existe j € {1,...,d} tel que uj = uj_1 + u;41. Pour démontrer ce fait, on
donne les indications suivantes :
(i) Montrer que pour d > 4, il existe deux vecteurs opposés dans X! (on pourra
considérer la plus grande suite de vecteurs consécutifs contenue dans un demi-plan
de R? et la contrainte topologique du Lemme V.1.5).
(ii) On suppose u; = —up, avec @ > 3. On peut écrire u; = —bjug + b;-ul pour tout
0 <j <1, avec b;, b € N2. On pose ¢j = b; + bj. Alors cp > 2, ¢; = 1, et donc il
existe jo avec cj, > cjo+1 €t ¢jg = Cjg—1.
(ili) Conclure que wuj, = Ujo—1 + Ujo+1-
O

Devoir maison 4 : classification des surfaces toriques lisses. Démontrer, en don-
nant les détails laissés au lecteur, les Lemmes V.1.4 et V.1.5. Conclure la preuve du Théoreme
V.1.1.
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