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RESUME. Ces notes de cours sont issues d’un cours de L2 donné en 2021 & 'université
de Brest. Elles contiennent une introduction & la réduction des endomorphismes, et sont
largement inspirées de [MB].

Réduire un endomorphisme u, c’est déterminer une base B dans laquelle la représentation
matricielle [u]s de u soit la plus simple possible afin de faciliter les calculs. Idéalement on
cherche une forme diagonale, telle que la matrice suivante :

A0 O
D= 0 X O
0 0 A3

ou, le cas échéant, triangulaire supérieure, telle que la matrice :

)\1 * *
C = O )\2 *
0 0 A3

La recherche d’une telle forme est motivée par les applications. Ainsi, il est beaucoup
plus simple de résoudre le systeme linéaire AX = B si A est une matrice diagonale ou trian-
gulaire supérieure. Cependant une telle forme n’existe pas toujours, et on verra dans ce cours
(Chapitre IT) des critéres nécessaires et suffisant pour pouvoir diagonaliser (resp. trigonaliser)
un endomorphisme (ou de maniére équivalente une matrice qui le représente). Les premiers
criteres porteront sur des calculs effectifs de valeurs propres (les A1, A2, A3 des matrices D et
() et d’espaces propres associés. On introduira au passage la notion fondamentale de poly-
nome caractéristique x, d’un endomorphisme u dont les racines sont les valeurs propres de
u (pour D ou C, le polynéme (T — A1)(T — X2)(T — A3)).

Dans un second temps, motivés par le théoréeme de Cayley—Hamilton qui stipule que
Xu(u) = 0, on étudiera de maniére plus approfondie ’algébre des polynémes en u (Chapitre
III). On verra en particulier qu’il existe un unique polynéme minimal qui divise tout polynéme
qui annule u, et dont la décomposition en facteurs premiers permet de conclure si u est
diagonalisable. On verra par ailleurs que ce polynéme minimal induit une décomposition en
somme directe de I’espace vectoriel ambiant en termes de sous-espaces caractéristiques via
le tres utile lemme des noyaux. Ces notions seront utilisées dans le Chapitre IV pour réduire
de maniere efficace les endomorphismes. On y présentera en particulier les formes de Jordan
et la décomposition de Dunford.

Enfin, on abordera dans un dernier Chapitre V les applications classiques de la réduction
des endomorphismes, telles que les calculs de puissance ou de I’exponentielle, la résolution
de systemes différentiels linéaires ou encore ’étude de suites définies par une relation de
récurrence linéaire.

Les références données en fin de texte [LFA, MB, MM, RW2] permettront au lecteur
intéressé de trouver de nombreux exemples et exercices pour s’entrainer a manipuler les
notions abordées. On recommandera aux plus enthousiastes qui souhaitent aller plus loin
dans le sujet la lecture du livre [MM] qui traite des invariants de similitude, des tableaux
de Young ou encore de la localisation des valeurs propres.
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Chapitre 1

Rappels d’algebre linéaire

Dans ce chapitre, on rappelle les notions d’algebre linéaire qui seront utilisées dans ce
cours. Les preuves des résultats énoncés peuvent étre trouvées dans [RW1], ou tout autre
livre d’algebre de premiere année de licence ou de classe préparatoire.

1. Quelques structures algébriques usuelles

Nous allons rencontrer dans ce cours des espaces vectoriels sur des corps commutatifs,
des groupes de matrices inversibles, ainsi que des anneauxr de polynomes ou d’applications
linéaires. Il convient de définir ces notions.

1.1. Lois de composition interne et externe. Soit F un ensemble. Une loi de com-
position interne sur E, notée -, +, %, X ou o selon les circonstances, est une application

EFxFE — K.

Etant donné un autre ensemble F, une loi de composition externe (a gauche) de F sur E est
une application
FxE — E.

Ces lois de composition permettent de définir entre autres les notions de groupes, anneaux,
corps et algebres.

ExEMPLE 1.1.1. L’addition est une loi de composition interne sur N, sur Z, sur R, etc. La
multiplication est une loi de composition interne sur Z, sur R*, etc.

1.2. Groupe. Un groupe est un couple (G, o) ou G est un ensemble non vide muni d’une
loi de composition interne o vérifiant les axiomes suivant :
(i) Associativité : pour tout triplet (a,b,c) € G3, on a

ao(boc)=(aob)oc
(ii) Existence d’un élément neutre : il existe e € G tel que pour tout a € G,

eoca=aoe=a

(iii) Existence d’un inverse (ou symétrique) : pour tout a € G, il existe un inverse a '

vérifiant

1 1

aoa ~=a ~oa=e.

Dans ce cas, ’élément neutre est unique et tout élément de G admet un unique inverse.
Si de plus (G, o) vérifie pour tout couple (a,b) € G

aob=boa,

on dit que (G, 0) est commutatif ou abélien.
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EXEMPLE 1.1.2. L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de ’addition, est un groupe com-
mutatif. L’élément neutre est 0 et 'inverse de n € Z est dans ce cas 'opposé —n. On utilise
ici la notation additive. De méme, (R, +) et (C,+) sont des groupes abéliens.

CONTRE-EXEMPLE 1.1.3. L’ensemble N des entiers naturels muni de ’addition n’est pas
un groupe. Il manque les inverses de tous les entiers non nuls.

EXEMPLE 1.1.4. Les ensembles (R*, x) et (C*, x) sont des groupes abéliens, o x désigne
la multiplication usuelle. Ici ’élément neutre est 1 et I'inverse de x est 1. On utilise ici la
notation multiplicative.

EXEMPLE I.1.5. L’ensemble des permutations d’un ensemble fini F, noté S(E), est un
groupe pour la loi o de composition des applications définies de la fagon suivante pour o1, 09 €
S(E) :

cpo009: FEF — )
x — op(o2(x)).
Cet exemple est non commutatif des que E est de cardinal supérieur a 3.

L’exemple important dans ce cours est le groupe des applications linéaires inversibles d’un
espace vectoriel de dimension finie V', noté GL(V'). On reviendra plus tard sur cet exemple.

1.3. Anneaux et corps. Un anneau (unitaire!) est un triplet (A, -+, x) o1 A est un
ensemble muni de deux lois de composition interne + et x qui vérifient les axiomes suivants :
(i) (A, +) est un groupe abélien,
(ii) x admet un élément neutre,
(iii) x est associative, i.e. pour tout (x,y,z) € A,
rx(yxz)=(xxy)xz,
(iv) x est distributive par rapport & + : pour tout (z,y, z) € A3,
rx(y+z)=rzxy+xxz
et
(y+z)xox=yxz+2xm
Si de plus pour tout (x,y) € A? on a
TXY=yXumx,
on dira que (A, +, x) est un anneau commutatif. L’élément neutre de (A, +) sera appelé

I’élément nul, souvent noté 0, et le neutre de (A, x) sera appelé I'unité, souvent noté 1.

ExeEMPLE 1.1.6. Le prototype d’anneau commutatif est I’ensemble des entiers relatifs Z
muni de son addition et de sa multiplication usuelles. Les ensembles des entiers rationnels Q,
des réels R ou des complexes C sont également des anneaux commutatifs.

ExXeEMPLE 1.1.7. On verra bientot un autre exemple important : celui des matrices carrées
a coefficients réels (resp. complexes) M, (R) (resp. M,,(C)). C’est un anneau, non commutatif
si n = 2, pour 'addition et la multiplication des matrices.

EXEMPLE 1.1.8. L’ensemble R[X] (resp. C[X]) des polynémes a coefficients dans R (resp.
dans C) est un anneau pour 'addition et la multiplication des polynomes.

1. L’axiome (i7) d’existence d’un élément neutre pour la loi x n’est pas toujours requis dans la définition
d’anneau. Dans ce cours, tous les anneaux seront unitaires, et on inclura cet axiome dans la définition.



2. ESPACES VECTORIELS 7

Un corps commutatif est un triplet (K, +, x) ou (K, +, x) est un anneau commutatif non
nul (i.e. non réduit a {0}) tel que tout élément non nul admette un inverse pour la loi x. Ceci
implique en particulier que (K\{0}, x) est un groupe commutatif.

EXEMPLE 1.1.9. Les réels (R, +, x) et les complexes (C, +, x) forment des exemples de
corps commutatifs. Méme si dans ce cours la plupart des exemples seront traités sur R ou C,
il faut garder a l’esprit qu'’il existe de nombreux autres corps qui seront étudiés en licence (les
corps finis, le corps des rationnels, les corps de nombres, les corps de fractions).

CONTRE-EXEMPLE [.1.10. L’ensemble des entiers relatifs (Z, +, x) n’est pas un corps.

2. Espaces vectoriels

Soient n € N* un entier positif et K un corps commutatif (que ’on pourra supposer étre
égal & R ou C lors d’'une premiere lecture).

2.1. Définitions, exemples. La notion d’espace vectoriel a été introduite dans les an-
nées 1843-1845 indépendamment par Cayley et Grassmann. Elle a permis de généraliser des
formules algébriques obtenues dans le plan et 'espace et de systématiser 1'utilisation des
transformations linéaires déja utilisées a I’époque comme changements de coordonnées.

DEFINITION 1.2.1. Un K-espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) est un triplet (E, +, -)
ou E est un ensemble muni d’une loi de composition interne + et d’une loi de composition
externe (a gauche) - vérifiant les axiomes suivants (pour A € K et « € E, on notera A -z par
Az pour alléger le texte) :

(i) (E,+) est un groupe abélien,
(i) Laloi externe est distributive par rapport a la loi interne de E : pour A € K, (z,y) € E?,
Az +y) = Az + Ay,

(iii) La loi externe est distributive par rapport & la loi interne de K : pour (\,u) € K2,
reF,

A+ p)z = Az + px,
(iv) Si 1k désigne le neutre de (K\{0}, x), on a pour tout x € E,
g - x ==,
(v) Enfin, pour tout (A, ) € K? et tout = € E,
Apz) = (Ap).

Les éléments de K sont appelés scalaires et les éléments de E des vecteurs.
De ces axiomes on peut déduire les conséquences suivantes :
LEMME 1.2.2. Pour tout x € E et tout Ae K :

(1) SiOg désigne le neutre de (K, +),
Ok -z =0,
(2) On a
(-1k) > = —=z,
(3) Si \x = 0g, alors A = 0g ou x = 0p.
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Les premiers exemples d’espaces vectoriels sur R sont le plan R? et I’espace R3.

ExEMPLE 1.2.3. L’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de K est un K-espace vectoriel,
ou les lois sont données, pour A € K, x = (z1,...,2,) e K" et y = (y1,...,yn) € K" par

A = (Ax1,...,A\zy),
r4+y=(r1+ Y1, T+ Yn),

et I’élément neutre de K™ est

Un autre exemple important dans ce cours est celui des polyndémes a une indéterminée
sur K :

ExXEMPLE 1.2.4. L’ensemble K[X] est un espace vectoriel sur K muni des lois + et -

d d’
définies, pour A € K, p(X) = Z a; X" et g(X) = Z b; X" par
i=0 i=0
d .
A-p= Z Aa; X"
i=0
et
max(d,d’)
p(X)+q(X)= > (a+b)X,
i=0

ou l'on a posé a; = 0si i > detb =0sii> d.Enfin, 'élément neutre de K[X] est le
polynoéme nul.

Dans la suite de ce chapitre, EF désigne un K-espace vectoriel.

DEFINITION 1.2.5. Un sous-ensemble non-vide F' — E est un sous-espace vectoriel de E si
F est stable par les lois de composition interne et externe de FE, et si, muni de la restriction
de ces lois, F' est lui-méme un espace-vectoriel sur K.

PrRoOPOSITION 1.2.6. F' < E est un sous-espace vectoriel de E si :
(i) F # @
(ii) VA e K, Y(z,y) e F?2, \x + ye F.

EXEMPLES 1.2.7. Toute droite qui passe par I'origine du plan R? (resp. de I'espace R?) est
un sous-espace vectoriel de R? (resp. de I’espace R3). Tout plan contenant I’origine dans R3
est un sous-espace vectoriel de R?. En revanche, une droite affine qui ne contient pas l’origine
n’est pas un sous-espace vectoriel du plan.

L’espace Ro[X ] des polynémes de degré inférieur ou égal a 2 est un sous-espace vectoriel
de R[X]. L’espace des polynomes a coefficients réels de degré égal a 1 n’est pas un sous-espace
vectoriel de R[X].

Une partie P de E n’est pas forcément un sous-espace vectoriel. Cependant, on peut
construire un sous-espace vectoriel a partir de P on considérant le plus petit sous-espace
vectoriel de E' contenant P :
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DEFINITION 1.2.8. Soit P une partie de E. L’espace vectoriel engendré par P, noté Vect (P)
ou < P > est I’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de P, i.e. :

Vect (P) := {Z Aivi,me N, A\ e Kjv; € TP}.

i=1
C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant P. On notera, pour v € E\{0},

Kv = Vect {v} = {Xv, X € K}.

EXEMPLE 1.2.9. Dans R3, si ? = {(1,0,0), (1,0, —2)}, on a

Vect? = {A(1,0,0) + (1,0, -2), (A, p) € R?}

= {(A+p,0,—2p), (A, p) € R?},
= {()‘/707:u/)7()‘/7“/) ER2}7
= {(z,y,2) e R?y = 0}.

Une autre construction classique est celle de somme d’espaces vectoriels :

DEFINITION 1.2.10. Soient FY, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme
des sous-espaces Fi, ..., F., notée F}+Fs+. ..+ F,, 'espace vectoriel engendré par Fiu...UF,.
Autrement dit,

Fi+...+F ={n1+...4+x,z;€e F;;1 <i<r}.
EXEMPLE 1.2.11. Dans R3, on considére les sous-espaces Iy = Vect {(1,0,0),(1,1,0)} et
Fy = Vect {(0,1,1),(0,0,1)}. On peut vérifier que Fy + F = R3. Soit z = (1,1,1) € R%. On
peut remarquer que x s'écrit x = x1 + x93 avec x1 = (1,0,0) € F} et x9 = (0,1,1) € F5, mais
aussi x = x} + zb, avec ) = (1,1,0) € F; et 5, = (0,0,1) € Fy. L’écriture d’un vecteur x
comme somme de vecteurs de F} et Fy n’est donc pas unique.

Comme le suggere I'exemple précédent, 'écriture © = x1 + ... + x, avec x; € F; n’est pas
unique dans la somme des F;. On distingue les sommes d’espaces ou c’est le cas :

DEFINITION 1.2.12. Soient F1,..., F, des sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont

en somme directe si pour tout (z;)i1<i<r € F1 X ... x F,, la condition

1+ ...+x.=0
implique

Vie [1,7]], = = 0.
On note alors la somme

Fi+.. +F=F®...®F,.

De maniere équivalente, tout élément = de F} @ ... @ F, s’écrit de maniere unique comme

somme r =21+ ...+ 2, x; € F;, 1 <i<r.

LEMME 1.2.13. Des sous-espaces vectoriels F, ..., F, de E sont en somme directe si et
seulement si pour tout i € [[1,r]],

Fn(Fi+...+Foa+Fua+... .+ F)={0}

Décomposer 'espace E en somme directe £ = F; @ ... @ F, de sous-espaces F; permet
souvent de simplifier son étude, par restriction aux sous-espaces F;. Deux cas sont souvent
rencontrés. Le premier, quand F est somme directe de deux sous-espaces :
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DEFINITION 1.2.14. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle supplémentaire de
F dans E tout sous-espace vectoriel G < E vérifiant

E=FodG.
PropoSITION 1.2.15. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' admet un supplémen-
taire dans E.
REMARQUE 1.2.16. En général, un sous-espace vectoriel admet de nombreux supplémen-
taires, on n’a pas unicité.
EXEMPLES 1.2.17. Dans R?, Vect {(1,0)} admet pour supplémentaire Vect {(), 1)}, quelque
soit A.

EXERCICE 1.2.18. Déterminer un supplémentaire de Vect {(1,0,1), (1,1,0)} dans R? et un
supplémentaire de Ro[X ] dans R[X].

Le second cas de décomposition suggere le concept de base, quand E est somme directe
de sous-espaces les plus simples possibles, du type Vect {v;}, pour v; € E.

2.2. Bases. La notion de base d’un espace vectoriel permet de se ramener a des calculs
en coordonnées.

DEFINITION 1.2.19. Une famille F = {v;,7 € I} de vecteurs de E est dite libre si pour tout
J < I fini et tout (\;)jes € K7, la condition

Z /\j’l)j = 07
jed
implique
VieJ A;=0.

Autrement dit, une famille de vecteurs est libre s’il n’existe pas de combinaison linéaires
nulles de ces vecteurs qui ne soit pas triviale. Une famille non libre est dite lice.

EXEMPLE 1.2.20. La famille {(1,0),(1,—1)} de R? est libre. En revanche, la famille
{(1,-1),(—2,2)} est liée.
REMARQUE 1.2.21. Les faits suivants sont immédiats :

(1) Une famille de vecteurs {vy,...,v,} est liée s'il existe A1,..., A, non tous nuls tels que
AMvy+ ..o+ Ao = 0.

2) Si {v;,7 € I} est libre, alors pour tout i # j, v; # v;.
3) @ est libre mais {0} ne l'est pas.

5) Siwv # 0, {v} est libre.

(2)

(3)

(4) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

(5)

(6) Une famille {vy,...,v,} est libre si et seulement si Kvy +...+ Kv, = Ky ®@... ®Kuv,.

DEFINITION 1.2.22. Une famille F = {v;,i € I} de vecteurs de E est dite génératrice de F
si

Vect (§) = E.

Autrement dit, une famille F est génératrice si tout vecteur de FE peut s’écrire comme
combinaison linéaire finie d’éléments de &F.
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ExeEMPLES 1.2.23. La famille {(0,1), (1,—1)} est génératrice de R?, tandis que la famille
{1, X, X2 X3,...} est génératrice dans R[X].
REMARQUE 1.2.24. Le lecteur pourra se convaincre des faits suivants :

(1) Si F est génératrice de E, alors toute famille F contenant F est génératrice de E. La
réciproque est fausse.

(2) Si pour i € [[1,7], G; est une famille génératrice d’un sous espace vectoriel F; de E,

T
alors U G; est une famille génératrice de Fy + ... + F;.
i=1
(3) Une famille {v1,...,v,} est génératrice si et seulement si £ = Kv; + ... + Kuv,.
(4) Une famille génératrice n’est pas forcément libre. Une famille libre n’est pas nécessai-
rement génératrice.

DEFINITION 1.2.25. Une famille B de vecteurs de E est une base si elle est libre et géné-
ratrice.

EXEMPLES 1.2.26. La base canonique de K™ est donnée par la famille {eq, ..., e,} ou pour
tout 7, e; = (0,0,...,1,0,...,) ou toutes les coordonnées de e; sont nulles, sauf un 1 en i-éme
position.

La famille {1, X, X2, X3,...} est une base de K[X].

Une base B permet d’écrire tout vecteur de E de maniere unique comme combinaison
linéaire d’éléments de B.

PROPOSITION 1.2.27. Soit B := {ey,..., e} une base de E. Alors pour tout x € E il existe
un unique n-uplet (\;) € K™ tel que
n
T = Z )\iez-.
i=1

E=Ke1®...®Ke,,

alors B = {e1,...,en} est une base de E.

Réciproquement, si

Les scalaires (\;) € K™ dans la proposition précédente sont les coordonnées du vecteur x
dans la base B. On peut alors se ramener a des calculs en coordonnées dans K", sous réserve
d’avoir une base a disposition.

THEOREME 1.2.28. Tout K-espace vectoriel admet une base.

Le théoreme suivant est appelé “théoréeme de la base incomplete”, et donne un algorithme
pour trouver une base & partir d’une famille génératrice.

THEOREME 1.2.29. Soient G une famille génératrice finie et L une famille libre de E, avec
L < G. Alors il existe une base B de E avec L < B < G.

Notons qu’une base n’est pas forcément de cardinal fini.

DEFINITION 1.2.30. On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie s’il posséde une
famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, ’espace vectoriel est de dimension infinie. Ceci est équivalent a
I’existence d’une famille libre infinie.
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THEOREME 1.2.31. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont
méme cardinal. On appelle dimension de E ce cardinal, noté dimg (E) ou simplement dim(E)
si le corps des scalaires est sous-entendu.

EXEMPLES 1.2.32. L’espace K" est de dimension n, l'espace K,,[X] de dimension n + 1 et
I'espace K[X] est de dimension infinie.

Le Théoréme 1.2.31 repose sur un résultat intermédiaire qui stipule que dans un espace
vectoriel de dimension finie, le cardinal d’une famille libre est toujours inférieur au cardinal
d’une famille génératrice.

COROLLAIRE 1.2.33. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors, pour F
une famille de vecteurs de E :

(1) F est une base de E si et seulement si F est libre et de cardinal n,

(2) F est une base de E si et seulement si F est génératrice et de cardinal n,
(3) Si F est génératrice, §F = n,

(4) Si F est libre, §F < n.

On a aussi :

COROLLAIRE 1.2.34. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, alors tout sous-
espace vectoriel F de E est de dimension finie avec dim(F') < n. De plus, si F est une base
de F, il existe une base de E contenant F.

REMARQUE 1.2.35. Dans les cas extrémes, pour F' un sous-espace vectoriel d’'un espace
vectoriel ¥ de dimension finie :

(1) dim(F') = 0 si et seulement si F' = {0},
(2) dim(F') = dim(FE) si et seulement si F' = E.
On obtient aussi une caractérisation des sommes directes en termes de dimension :

ProrosiTION 1.2.36. Soient Fi, ..., F, des sous espaces vectoriels de dimension finie de
E. Alors

dim(Fy + ...+ F,) <dim(Fy) + ... + dim(F})
avec €galité si et seulement si les F; sont en somme directe. Dans ce cas, si B; est une base
T
de F; pour tout i€ [[1,r], U B; est une base de F1® ... D F,.
i=1
EXERCICE 1.2.37. Dans C3, on considére 'espace F = {(z,y,2),z +y + 2 = 0}.
1) Déterminer une base de F.
2

) En déduire la dimension de F.
3) Soit v € C3. Quelles sont les valeurs possible pour la dimension de Vect {v} + F ?
)

(
(
(
(4) L’espace Vect {(1,4,52)} est-il un supplémentaire de F' dans C> (on rappelle que j =

2im

es)?

(5) Méme question pour Vect {(e',0, e~

i

).
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3. Applications linéaires, matrices

Les applications linéaires, et leurs représentations matricielles, forment 1’objet d’étude de
ce cours. Elles apparaissent d’abord historiquement en algebre dans la résolution d’équations
linéaires et en géométrie comme des changement de coordonnées que ’on utilise pour étudier
les courbes ou les surfaces du plan et de 'espace. On les retrouve également en analyse comme
approximations au premier ordre des fonctions différentiables (dérivées, ou différentielles en
dimension supérieure), en théorie des probabilités (chaines de Markov), en statistiques (mé-
thodes de régression linéaire), etc.

3.1. Matrices. On commence par rappeler la notion de matrice. Soient m et n deux
entiers non nuls. Une matrice de taille (m,n) a coefficients dans K est la donnée de n colonnes
de taille m et dont les entrées sont dans K, représentée de la facon suivante :

all N alj . A1n
a1 : QA2n
Qg : )
L Am1 ... Qmj ... Qmp |

ou tous les coefficients a;; de la matrice sont dans K. L’indice ¢j de a;; signifie que a;; est placé
sur la i-eme ligne et la j-eme colonne de la matrice. On notera également une telle matrice
par

[a’i ']1Si<m,1< i<n-
J J

EXEMPLES 1.3.1. Les matrices suivantes sont des matrices de taille respectivement (2,2),
(2,3) et (3,1) a coefficients réels :
1 2
Bl

0 0 O
1 -1 0|’
8

3
12

On dénote M,,, ,(K) I’ensemble de toutes les matrices de taille (m,n) a coefficients dans K.
Les éléments de M, 1(K) sont les vecteurs colonnes de tailles m et ceux de M ,, les vecteurs
lignes de tailles n. Si n = m, on parle de matrice carrée de taille n, et ’ensemble de ces
matrices est noté M, (K).

On peut multiplier par un élément A € K une matrice A = [aij]1<i<m,1<j<n € Mm n(K)
de la facon suivante :

[ )\an N /\alj ce /\aln T
)\agl )\agn
A A = [Dagjlicismi<j<n = : Aaij
| )\aml . )\am]‘ c. )\amn i
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On peut également définir une addition sur les matrices. Pour A = [aij]i<i<m,1<j<n €t B =
[bijli<i<m,1<j<n deux éléments de My, ,(K), on pose

a1 +b11 ... aij +b1j oo Qip Fbin ]
as1 + by : azn + bap
A+ B:= [aij + bij]1<i<m71<j<n = ai; + bij :
[ am1 +bm1 . G+ bmy oo G+ b

Enfin, si p € N* est un troisieme entier naturels non nul, pour A = [a;]1<i<m,1<j<n € Mm n(K)
et B = [bjr]i<j<n,i<k<p € My p(K), on peut définir la matrice produit C' = AB € M,, ,(K),

C= [Cik]1<i<m,1<k<p
par la formule
n
Vi,k € [[l,m]] X [[1,p]], Cil. = Z aijbjk.
j=1

ExXeEMPLE 1.3.2. Vérifier que l'on a
1 2 0 1 0] 2 -1 10
3 0 1 -1 5 |0 3 0
PROPOSITION 1.3.3. L’ensemble (M, ,,(K), +,-) est un K-espace vectoriel de dimension
mn.

Une base de cet espace est donnée par les matrices Ej; = [ex]1<k<m,1<i<n € Mm n(K) dont
les entrées ey sont toutes nulles, sauf e;; = 1, i.e. ey = dx;0;; (on rappelle que d;; désigne le
symbole de Kronecker 2).

Par ailleurs, comme le produit de deux matrices carrées de taille n est encore une matrice
carrée de taille n, on peut composer les produits, et on obtient :

PROPOSITION 1.3.4. L’ensemble (M, (K), +, X) est un anneau unitaire, non commutatif
sin = 2.

Dans la proposition, x désigne le produit matriciel. L’unité pour la somme est la matrice
nulle (dont toutes les entrées sont nulles), et I'unité pour le produit est la matrice identité,
notée Id,, et donnée par la matrice carrée de taille n qui possede des zéros partout en dehors
de la diagonale, et des 1 sur la diagonale :

10 0

|0 10
0 10
0 ... 0 1

En fait, on peut vérifier que le produit interne x est bi-linéaire par rapport a la structure
d’espace vectoriel sur M, (K), c’est & dire que pour tout couple de scalaires (), 1) € K2 et tout
triplet (A, B,C) € M, (K) on a

Ax (AB+puC)=XAx B)+ pu(AxC)

2. 0;j=0isi#jetlsii=j.
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et
(AB+ pC) x A= X(B x A) + u(C x A).

Cette propriété supplémentaire implique :

PROPOSITION 1.3.5. L’ensemble (M, (K), +, -, x) est une algebre® sur K.

Le calcul matriciel se généralise aisément aux “matrices par blocs”. Soient A € M,, ,,(K)
et B € M, ,(K). Si I'on décompose les entiers m,n et p en sommes m = my + ... + mg,

n=mni+...+nset p=p+...+ py, ol les m;,n; et py sont des entiers non nuls, on peut
décomposer les matrices A et B par blocs :

[ AH Alj Alt T
A21 A2t
A=1 Ajj S
| Ag ..o Ay Ay
et ~
BH Blj Blu T
B21 B2u
B = . Bij . :
| By ... By ... Bu |

olt les entrées sont cette fois-ci elles mémes des matrices Az € My, 1, (K) et Bjg € My, p, (K).
Les produits Ay By, sont bien définis et appartiennent a I'espace My, p, (K). On obtient alors
le produit par blocs C = AB € M, ,(K) :

CCi ... Ciy .. Chy ]

021 CQu
C= Cij )

| Cq ... Cy ... Ceu |

ot Cjj € My, »,(K) est donnée par la formule :
t
Cij = Y, AuBy;.
=1

EXERCICE 1.3.6. (1) Si X et Y sont diagonales par blocs,

A B
x-|e o)
et
EF F
oo n)

3. Une K-algebre (A, +, -, x) est un K-espace vectoriel (A, +,-) muni d’une loi de composition interne x
qui est bilinéaire par rapport a (+, ).



16 I. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

que doivent vérifier les tailles des différentes matrices A, B,C, D, E, F,G et H pour
que le calcul par bloc de XY et Y X ait un sens?

(2) Dans ce cas, montrer que Z = XY vérifie
7 AE + BG AF + BH
| CE+ DG CF+ DH |’
(3) Calculer le produit de matrices diagonales par blocs.

(4) Montrer que si X et Y sont triangulaires supérieures par blocs, i.e. :

12

0 C

et

D FE

v-lo ]
de tailles convenables, alors leur produit est triangulaire supérieur par bloc, plus pré-
cisément :
AD AFE + BF
XY = [ DAL } .

Les matrices apparaissent naturellement dans ce cours pour les raisons suivantes : les
vecteurs sont représentés par des matrices colonnes, les changements de bases se traduisent
par des matrices de passage, et les applications linéaires d'un espace vectoriel sont représentées
par des matrices carrées.

3.2. Matrices de changement de base. Dans toute la suite, E' est un K-espace vec-
toriel de dimension finie n et de base B = {e1, ..., e,}. Tout vecteur x € E s’écrit de maniere

unique
n
e= Y rier
i=1

ou les x; € K sont les coordonnées de x dans la base B. On va représenter chaque vecteur x
par le vecteur colonne X de ses coordonnées :

z1
Z2

Tn

et on note 'espace de tous les vecteurs colonnes ainsi obtenus par

T2
Mnl(K) = . ,(a:l,...,xn)eK”

)
Tn

Bien entendu, le vecteur colonne obtenu pour représenter x dépend du choix de la base. On
va introduire les matrices pour étudier I'effet d’un changement de base sur les coordonnées.
Soit B’ = {e],...,e},} une autre base de E. Alors on a

n
. /1
xTr = Z Z;€;,
=1
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et on obtient le vecteur colonne

Par ailleurs, comme B est une base de E, pour chaque i € [1,n], il existe un unique n-uplet
(p1iy- - -, pni) de coordonnées de €; dans B telles que

n
= Z PkiCk-
k=1

On en déduit

’I’L
Z Z kzek
=1 k=1
n n
Z Z zpkz
k=1 =1
et donc, par unicité de ’écriture dans B :
n
(1) Vke [1,n], z, = Zp;ﬂx;
i=1

On introduit alors la matrice de passage de B & B’, notée Pg (parfois Pp_,p/) :

b1 ¢ P1i * Pin
P21 ¢ P2i * P2n
B/
P =Pg = [prjlickj<n = . .
Pr1 - Pki - Pkn
| Pn1 - Pni + DPnn |

Cette matrice a pour entrée pg; en k-eme ligne et i-eme colonne. Elle est donc constituée par
les n vecteurs colonnes donnés par 1’écriture des vecteurs €/, ..., e}, dans la base B. C’est un

élément de ’espace des matrices carrées de taille n :
My (K) = {[aij]i<ij<n, aij € K, 1 <4, 5 < n}.
En termes de calculs matriciels, I’équation (1) devient simplement :
X =P¥x’

Soit maintenant P’ := PP = [Pi;]1<.k,j<n donnée par les relations

n
/ /
€ = Z Pri€k-
k=1
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On obtient alors, pour i € [1,n] :

n
€ = ZP

k=1

n n

= Zp;cz(z Jkeﬂ
k=1 =

= 2 Zp;cipjk)ej

=1 k=1

et encore une fois par unicité de la décomposition dans la base B on obtient :

n
k=1
Cette relation, en termes matriciels, s’écrit

PP = Py PP = 1d,.

De méme, on vérifie que PP = Id,. Autrement dit, la matrice de passage de B a B’ est
Iinverse de la matrice de passage de B’ a B.

3.3. Applications linéaires. Dans cette section, E et I’ désignent deux espaces vecto-
riels sur K.

DEFINITION 1.3.7. Une application f : E — F est une application linéaire si pour tout
couple de scalaires (), i) € K2 et tout couple de vecteurs (z,y) € E?, on a

fQx + py) = Af(x) + pf(y)-

On note L (E, F), ou simplement L(E, F') I'espace de toutes les applications K-linéaires de E
vers F. Si E = F, on note L(E) = L(E, E) (ou encore Endg(E), ou End(E)) et ses éléments
sont appelés les endomorphismes de FE.

ExeEmMPLES 1.3.8. L’application suivante est linéaire :
¢: R = R?
(x,y,2) — (x4+y+z,x—22)
En revanche, 'application
P R3 — R?
(v,y,2) — (22 +y,z—22%)
ne lest pas, a cause des quantités quadratique =2 et cubique 23.
L’application dérivée est linéaire :
D: R[X] — R[X]
p(X) — p(X).

Soient A € K et (f,g) € L(E,F)?. On peut multiplier par un scalaire une application
linéaire en posant pour tout z € E :

(A= f)(x) == A (f(2))

et on peut additionner deux applications linéaires en posant pour tout z € F :

(f +9)(@) == f(x) + g().
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PROPOSITION 1.3.9. L’espace (Lx(E, F),+,-) est un K-espace vectoriel. De plus, si E est
de dimension finie n et F' de dimension finie m, alors L(E, F) est de dimension finie mn.

Si G est un troisieme espace vectoriel sur K, on peut composer les éléments f € L(E, F)
par les éléments g € L(F, G) pour obtenir go f € L(E,G), en posant pour tout x € E :

g0 f() = g(f(x)).
En particulier, si F = F' = G, on peut itérer cette opération et définir, pour f € L(E),
szzfofo...of
ot f apparait k-fois ( f' = f, f2 = f o f, etc). On pose par convention f° = Idg, ou Idg est
le morphisme identité donné par :
Ve e FE, ldg(x) = x.
PROPOSITION 1.3.10. L’espace (L(E),+,-,0) est une K-algebre, non-commutative en gé-
néral.
Soit f e L(E, F).
DEFINITION 1.3.11. Le noyau de f, noté ker(f), est I'image réciproque de Op par f, soit
ker(f) = {z € B, f(x) = 0},
L’image de f, notée Im(f), est 'image directe de E par f, soit
Im(f) = f(E) = {f(2),0 € B} c F.
Les ensembles ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de E et F' respectivement.

PROPOSITION 1.3.12. L’application linéaire f est injective si et seulement si ker(f) =
{Og}. Elle est surjective si et seulement si Im(f) = F'.

EXERCICE 1.3.13. L’application ¢ de ’Exemple 1.3.8 est-elle injective 7 Surjective ?

DEFINITION 1.3.14. L’application linéaire f est un isomorphisme si elle est injective et
surjective (i.e. f est linéaire et bijective). On note GLk (F) (ou simplement GL(E)) I’ensemble
des isomorphismes de E vers F. C’est un groupe pour la composition.

On suppose désormais que E est de dimension finie n. L’image de f est alors nécessaire-
ment de dimension finie inférieure a n.

DEFINITION 1.3.15. On définit le rang de f comme étant la dimension de son image.
On a alors le théoreme du rang :

THEOREME 1.3.16. On a l’égalité suivante :
dim(F) = dim(ker(f)) + rang(f).

COROLLAIRE 1.3.17. Soit f € L(E, F'). On suppose que dim(F) = dim(F) < +0. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective,

(ii) f est surjective,

(iii) f est un isomorphisme,

(iv) Il existe une base B de E telle que f(B) soit une base de F,

(v) Pour toute famille B de E, B est une base si et seulement si f(B) est une base de F'.
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On va maintenant faire le lien avec les matrices. On fixe Bg = {ey,...,e,} une base de
FE.
LEMME 1.3.18. Les applications
E — K"
n
z =Y wie; = (21,...,Tn)
i=1
et
FE — M, 1(K)
X1
n T
xr = Z €T;€; >
i=1
L,

sont des isomorphismes de K-espaces vectoriels.

On pourra donc identifier F¥ & I’ensemble des vecteurs colonnes de taille n pour faire
des calculs en coordonnées, une fois une base Bp choisie. Nous allons traduire la notion
d’application linéaire en termes matricielles. Soient v € L(E, F) et Bp = {f1,..., fm} une
base de F' (on a donc supposé ici dim(F') = m < 400). On va pouvoir déterminer entierement
u a l'aide d’une matrice A € My, »(K), appelée “matrice de u dans les bases Bg et Bp, et
notée A = [u]gg (ou [u]p, B, et simplement [u]g, si E = F). Pour cela, on décompose

I'image par u de chaque vecteur de la base Bgr dans la base Bp :
m
Vi e [[1,n], 3 (ai;) € K™, ule;) = Z aij fi-
i=1

On pose alors

(Ul g3 = A = [aij]i<icm1<i<n € Mmn(K).
Ceci est motivé par les calculs suivants. Soit « € E, de coordonnées (z1,...,x,) dans la base
Br. On représente alors = par

et ’on calcule son image par u :

I
=
&

Ing

kS
<.
=
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Par unicité de la décomposition de y := u(z) dans la base Bp, on obtient les coordonnées
(y1,--.,Ym) de y dans cette base :

n
Vi e [[l,m]], Yi = Z AT
j=1

Si on pose

n

Y2

Y =[yls, = | .

Ym

le vecteur de M, 1(K) qui représente y dans Bp, on a obtenu
Y = AX

autrement dit
(2) [u(@)]s, = [U]Bg,3.[2]8,-

On voit que, modulo le choix de bases, le calcul des images de u se fait via des calculs
matriciels. Dans ce dictionnaire matriciel, la composition des applications linéaires (resp. la
somme) correspond au produit des matrices (resp. a la somme des matrices).

THEOREME 1.3.19. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies respec-
tives m,n et p, et de bases respectives Bg, Br et Bg.
(1) L’application
Lx(E,F) — My n(K)

Br

U = [uly B

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(2) Pour tout ue L(E,F), ve L(F,G), on a

B B B
[voulyl = [v]g;[uls),-
Dans le cas ou F' = E, on peut toujours composer les applications linéaires, et on obtient :

THEOREME 1.3.20. L’application swivante est un isomorphisme d’algébres* :
Lx(E) — My(K)

u —  [u]p,.
EXERCICE 1.3.21. Donner les matrices associées aux applications et bases suivantes :
(1) Dans la base canonique, u : R® — R3 donnée par u(x,y,2) = (z +y + 2,2,y + 92).
(2) Dans la base canonique, v : C,[X] — C,,—1[X] donnée par v(P) = P'.
(3) Dans la base canonique, avec

1 2
ot

pour w : Mg 3(R) — Mg 3(R) donnée par w(M) = AM.

4. C’est a la fois un isomorphisme d’espaces vectoriels et un isomorphisme d’anneaux, i.e. il respecte la
structure multiplicative.



22 I. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

(4) Soit u € L(E, F). Quel est l'effet sur [u]gg d’un changement de base

{e1,... € .. 5, ... en} —> {e1,...,€j,...€,...,en}?

Méme question si on permute deux éléments de la base de F'?

EXERCICE 1.3.22. Etant donné un espace vectoriel E, on appelle dual de E, noté EV (ou
E*), 'espace
EY = L(E,K).

(1) Montrer que E est de dimension finie si et seulement si EY est de dimension finie.
Montrer que dans ce cas, dim(F) = dim(E"). (Indication : on pourra considérer
E — (EVY)Y défini par z — (u — u(x)))

(2) Si Bg = {e1,...,en} est une base de E, montrer que 'on définit une base de EY par
Br = {ef,...,e}} donnée par e (r) = x; oll x; est la i-eme coordonnée de x dans Bp.
Cest la base duale de Bg.

(3) Si w e L(E,F), on définit u* : FY — EY par u*(f*) = f* o u. Montrer que u* €
L(FY,EY).

*

(4) Soient uw € L(E, F), Bg une base de E et Br une base de F. Déterminer [u*]ig en
fonction de [u]gg .

On va maintenant donner les “formules de changement de bases” qui explicitent la dé-
pendance des matrices qui représentent des applications linéaires par rapport aux bases. Ces
formules permettent en pratique de se ramener a des représentations matricielles plus simples
pour faire les calculs, ou encore de montrer que des résultats obtenus en coordonnées ne dé-
pendent pas des bases choisies. Soient E et F' comme précédemment, munis de bases Bg, B,

pour E et Bp, B} pour F. On pose P = Pg}f et Q) = Pglf les matrices de passages de Bg a
"= et de Bp a Bl

PROPOSITION 1.3.23. Soit ue L(E, F). Si on pose A = [u]gg et A" = [u]g%, on a
E
A =Q'AP,
autrement dit :
B B B B
(3) [“]932 = Pﬂf [uls} Py, -

REMARQUE 1.3.24. La formule (3) peut paraitre un peu étrange. Pour mieux la retenir,

il faut remarquer que
B

y B
PB];E = [Idn]BZ,
c’est & dire que la matrice de changement de base de B vers B, représente I'application
identité dans la base B’ au départ et By a l'arrivée. La formule (3) devient alors :
B! Bt 1B B
[u]gg = [Idm]Bi [u]ﬁg [Idn]%i.

DEFINITION 1.3.25. On dénote par GL,(K) le groupe des matrices de M, (K) qui sont
inversibles. Ce groupe est appelé le groupe linéaire (sur K).

On rappelle que les matrices de changement de bases sont dans le groupe linéaire, et
réciproquement tout élément de GL,,(K) correspond & un changement de base de K".
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DEFINITION 1.3.26. Deux matrices A4, A’ € M,;, »(K) qui vérifient une relation du type
A'=Q AP
pour @ € GL,,,(K) et P € GL,(K) sont appelées “matrices équivalentes”. Si de plus m = n et
P =0Q,ie.si
A = P7YAP,
on dit que A et A’ sont “semblables”.

Deux matrices qui représentent la méme application linéaire dans des bases différentes
seront donc équivalentes, et réciproquement. L’effet d’un changement de base sur la matrice
associée a un endomorphisme est de la remplacer par une matrice semblable, et réciproque-
ment.

EXERCICE 1.3.27. Soit v : R? — R? défini par u(z,y) = (22 + y, x + 2y).
(1) Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.

(2) Montrer que {vq,v2} est une base de R?, ott v = (1,1) et vy = (1, —1).
(
(

)
3) Déterminer la matrice de u dans {vy, va}.
4) En déduire que A est semblable a

o1

L’exercice précédent suggere que pour manipuler un endomorphisme, il est utile de pouvoir
déterminer une base dans laquelle la forme de la matrice qui le représente est assez simple.
C’est ce qu’on appelle la “réduction des endomorphismes”. Voici des exemples de formes assez
simples :

DEFINITION 1.3.28. Une matrice A = [a;;]1<ij<n € My (K) est dite diagonale si tous ces
coefficients non diagonaux sont nuls :

V(i,7), 1 # j,ai; = 0.

On dira que A est triangulaire supérieure si tous les coefficients sous-diagonaux sont nuls :
Y(i,7), i > j,ai; = 0.

Enfin, on dira que A est triangulaire inférieure si tous les coefficients sur-diagonaux sont nuls :
V(i,7), i < j,ai; = 0.

ExXeEMPLES 1.3.29. Les matrices suivantes sont respectivement diagonale :

1 00
02 0],
0 0 3
triangulaire supérieure :
1 -2 4
0 2 0],
0 0 3
et triangulaire inférieure :
1 00
5 20
5 5 3
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3.4. Projecteurs. On termine cette section par des rappels sur une classe particulie-
rement simple d’application linéaire : les projecteurs. On fera une utilisation répétée de ces
derniers dans les prochains chapitres, avec I'idée qu’un projecteur permet de se restreindre a
un sous-espace.

DEFINITION 1.3.30. Un endomorphisme p € Endg (E) est un projecteur si
pop=p.
Un projecteur induit une décomposition de E :
PROPOSITION 1.3.31. Soit p € Endg(E) un projecteur. Alors
E = ker(p) @ Im(p).
De plus, on peut déterminer Im(p) via
Im(p) = ker(Idg — p),

et on a
ker(p) = Im(Idg — p).

On parle alors de projecteur sur l'espace Im(p) parallelement a ker(p).
EXERCICE 1.3.32. Démontrer la proposition précédente. Il est instructif de faire un dessin.

On peut généraliser cette situation a des décompositions de F en sommes directes de
s-sous-espaces. On suppose que E est de dimension finie n et qu’il existe F1, ..., Fs des sous-
espaces vectoriels de E tels que :

E-F®..®F.
Pour tout i € {1,..., s}, on définit une application linéaire :

;- E - F
1+ ...+xs — T4

ou ri+...+x, est 'unique décomposition d’un vecteur de E dans la somme directe F1@®. . . DF.
L’endomorphisme p; est appelée la projection sur F; (dans la décomposition E = F1@®...@®Fj).

PropoSITION 1.3.33. Les endomorphismes p1, ..., ps vérifient :
(1) Pour tout i€ {1,...,s}, piop; = pj,
(2) Sii+#j,piop; =0,

(3) > pi =1dg,
=1

(4) Pour tout i€ {1,...,s}, Im(p;) = F; et ker(p;) = @Fj
J#i
Réciproquement, on a

PROPOSITION 1.3.34. Soient p,...,p, des endomorphismes de E qui vérifient
S
(i) > vh =T1dg,

=1
(it) pour i # j, p op; =0.
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Alors pour tout i € {1,...,s}, p; est un projecteur sur F] = Im(p,) et E est une somme
directe :

E=F®..®F.

En représentation matricielle, si B; est une base de F; et si n; = dim(F;) pour tout
ie{l,...,s}, Alors B := [ J;_; B; est une base de E dans laquelle on a pour tout j € {1,...s}:

0 O 0 0

0 0 :
[pjls = | ,

L0 Id, O

0o ... 0 0

ou Id,; apparait dans la j-eme colonne de cette représentation par blocs.

4. Déterminants

Il est remarquable que la notion de déterminant soit historiquement antérieure a celle
d’espace vectoriel. Elle apparait déja dans les travaux de Cramer en 1750 dans ses fameuses
formules explicites qui donnent les solutions a un systéme linéaire. Le terme “déterminant”
serait quand a lui di a Cauchy qui le premier démontra certaines de ses propriétés algé-
briques. Dans ce cours, le déterminant sera essentiellement utilisé pour calculer le polynéme
caractéristique d’'un endomorphisme et déterminer ses valeurs propres (cf Chapitre II).

4.1. Définitions et premieéres propriétés. Soit A = [a;j]i<ij<n € My (K).

DEFINITION 1.4.1. Le déterminant de A, noté det(A), est I’élément de K défini par :

(4) det(A) = Z (o) Ao (i)is
oeS,,
ot ¢(o) désigne la signature® de o et &,, est le groupe des permutations de {1,...,n}.

ProPOSITION 1.4.2. Le déterminant vérifie :
(1) det(Id,) =1,
(2) Pour A, B € M,,(K), det(AB) = det(A) det(B),
(3) A€ GL,(K) si et seulement si det(A) # 0, et dans ce cas det(A)~1 = det(A™1),
(4) SitA est la transposée® de A, det(A) = det(*A),
(5) Si A est triangulaire supérieure, triangulaire inférieure, ou diagonale,
det(A) = II}" 4.
Les points (1) — (3) ci-dessus révelent le fait que

det: GL,(K) — K*
A —  det(A)

5. La signature est obtenu en décomposant o en produit de transpositions. Si o est le produit de r trans-
positions, alors sa signature est (—1)".
6. La transposée de A est la matrice de coefficients *A = [a;i]1<i,j<n-
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est un morphisme de groupes ’. Ceci va nous permettre de définir le déterminant d’une appli-
cation linéaire. En effet, si B et B’ sont deux bases de E, de matrice de passage P = Pg/, et
si u € Endg (FE), on sait que

[ulz: = P~ [u]s P,

B
et donc det([u]p/) = det(P~1) det([u]p) det(P) = det([u]g). La quantité det([u]s) ne dépend
pas de la base choisie.
DEFINITION 1.4.3. Le déterminant de u € Endg (E), noté det(u), est le scalaire donné par
det(u) = det([u]s),
ou B est n’importe quelle base de E.

COROLLAIRE 1.4.4. Les propriétés du déterminant des matrices se transportent aux appli-
cations linéaires qu’elles représentent. Ainsi

(1) det(Idg) =1,
(2) Siu,v e Endg(F), det(uov) = det(u)det(v),
(3) u est inversible si et seulement si det(u) # 0.

On va donner un dernier point de vu sur le déterminant. On a défini les matrices de M, (K)
comme étant données par n vecteurs colonnes de tailles n. Si A = [a;;]1<ij<n € Mp(K), on
notera® A = [Cy,...,C,] ot pour tout j € [[1,n], Cj est la j-eme colonne de A :

alj

Ci=1 ay

| Gpj

On peut alors voir le déterminant comme une application

det : M,1(K) x ... x M,(K) — K
[C1,...,Ch] — det([C1,...,Ch]),
ou encore comme une application de K™ x ... x K" vers K.

ProproSITION 1.4.5. Le déterminant, vu comme application sur les colonnes des matrices,
vérifie :

(1) il est n-linéaire : pour tous (\,u) € K2, Cy,...,Cp € M1 (K)?, j € {1,...,n}, et

C% € Mp1(K), on a
det(Cy,...,ACj + puC, ..., Cp) = Xdet(Ch, ..., Cj,...,Cp) + pdet(Cy,...,C}, ..., Cy),
(2) il est alterné : pour tous C1,...,Cp € Mp1(K)", si il existe i # j avec C; = Cj, alors
det([C1,...,Cy]) =0,

(3) il est normalisé : det(Id,,) = 1.

Par ailleurs, le déterminant est l'unique application de M1 (K)™ vers K qui vérifie (1) — (3).

7. On dénote K* le groupe multiplicatif de K, i.e. K\{0}.
8. Il y a un léger abus de notation ici, les crochets qui délimitent les C; ne doivent pas apparaitre dans
I’expression qui définit A.
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REMARQUE 1.4.6. On obtient des résultats similaires si 'on travaille avec les lignes des
matrices : la valeur du déterminant ne change pas si on ajoute a une ligne une combinaison
linéaire des autres lignes. Ceci est tres utile en pratique pour calculer les déterminants.

EXERCICE 1.4.7. Calculer le déterminant des matrices suivantes en utilisant des opérations
sur les lignes et les colonnes, et la propriété (5) de la Proposition 1.4.2 :

311 1 1 3
2 1 11|, 45 0 =2
1 01 32 -1 -1

Ce nouveau regard sur le déterminant permet de définir le déterminant de n vecteurs d’un
espace vectoriel E de dimension n. Bien entendu, comme pour les applications linéaires, il
faut fixer une base B de E pour donner un sens a l’expression. Soient alors vi,...,v, une
famille de n vecteurs de E. On peut lui associer la matrice A dont les colonnes sont les n
vecteurs vy, ..., v, écrits dans la base B :

A= [[vi]s, ..., [va]s],
et on définit alors le déterminant de {vi,...,v,} dans la base B par :
(det)(vi, ..., vy) := det(A).
Comme pour les vecteurs colonnes, on a :

COROLLAIRE 1.4.8. L’application detg est l'unique application E™ — K qui soit n-linéaire,
alternée, et normalisée par detg(B) = 1.

Malheureusement, contrairement au cas des applications linéaires, ce déterminant dépend
de la base choisie. La formule de changement de base est donnée dans la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4.9. Soient B et B’ deux bases de E. On note la matrice de changement
de base P = P%/. Alors
(det)'B = det(P)(det)B/

Une utilité du déterminant d’une famille de vecteurs est qu’il détecte les bases :

PROPOSITION 1.4.10. Une famille F de n vecteurs de E est libre si et seulement si c’est
une base si et seulement si (det)s(F) # 0.

4.2. Calculs de déterminants. On commence par un mot sur la notation : lorsque on
calcule le déterminant d’une matrice A = [a;j]1<i j<n € Mpn(K), on notera :

ail o alj ce. Qlp

az1 : Q2n
det(A) = Qij

Gml -+ Amj ... OGmnp

Afin de calculer un déterminant en pratique, on pensera a utiliser le caractére n-linéaire : ajou-
ter a une colonne une combinaison linéaire des autres ne change pas le déterminant. D’autre
part, le déterminant étant alterné, permuter deux colonnes change le signe du déterminant
de la matrice. Ces remarques sont également valables si on travaille avec les lignes. On peut
également calculer le déterminant de maniere récursive via les développements selon les lignes
ou les colonnes :
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PROPOSITION 1.4.11. Soit A = [aij]i<ij<n € Mn(K). On a, pour i€ [[1,n]], le développe-
ment selon la i-éme ligne :

D (=1 ay; det(Ayy),
j=1

det(A)

et pour j € [1,n], le développement selon la j-éme colonne :
n
det(A) = Y (=1)Ha; det(Ay;),
i=1

ot Ajj € M,,—1(K) est la matrice carrée de taille n—1 obtenue en enlevant 4 A sa i-éme ligne
et sa j-eme colonne.

EXERCICE 1.4.12. Calculer le déterminant des matrices suivantes en développant selon les
lignes ou les colonnes :

010 11 3
2 1 1|,]00 -2
15 1 30 -1

Le terme (—1)*7 det(A;;) de la Proposition 1.4.11 est appelé le cofacteur d’indice (4,5) de
A. On va donner au passage une propriété algébrique remarquable des cofacteurs.

DEFINITION 1.4.13. On appelle comatrice de la matrice A = [aij]i<ij<n € Mn(K), la
matrice Com(A) € M,,(K) définit par ses coefficients :

COHI(A)Z‘]‘ = (—1)i+j det(A,-j)

ou Aj; € My,—1(K) est la matrice carrée de taille n — 1 obtenue en enlevant & A sa i-éme ligne
et sa j-eme colonne.

On a alors le fait suivant :
THEOREME 1.4.14. Pour toute matrice A = [a;j]i<i j<n € Mn(K) on a
A-'Com(A) ='Com(A) - A = det(A)Id,.

Ce résultat n’est pas vraiment utile pour calculer le déterminant, mais plutét pour les
informations qu’il donne sur I'inverse d’une matrice quand celle-ci existe :

COROLLAIRE 1.4.15. Une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si det(A) # 0,

et dans ce cas
1 1

~ det(A)

Enfin, le calcul par blocs déja vu dans la Section 3.1 s’étend au calcul de déterminants.

tCom(A).

PRrROPOSITION 1.4.16. Soit
A B
M = [ 0 D ] € M, (K)

ot Ae M,;,,(K) et D e M,_,,(K). Alors
det(M) = det(A) det(D).

REMARQUE 1.4.17. On laisse au lecteur le soin d’adapter cette proposition au cas d’une
matrice triangulaire supérieure par blocs plus générale.
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COROLLAIRE 1.4.18. Soit
A B
M = { 0D ]eMn(K)
ot A € My, (K) et D e My,_,(K). Alors M est inversible si et seulement si A et D le sont,
auquel cas
At —A7'BD™!
-1 _
M= { 0 D! } '






Chapitre 11

Vecteurs et valeurs propres, diagonalisation

Dans ce chapitre et les suivants, on fixe F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
u€ Lg(F) = Endg (F) et A € M,,(K). Pour alléger les notations, on identifiera souvent K" a
M, 1(K) & I’aide de I'isomorphisme

K" — M, (K)
Ty
Z2
x=(r1,...,2,) +—
T

On va maintenant rentrer dans le vif du sujet : étant donné un endomorphisme u €
Endg(E), est-il possible de déterminer une base de E dans laquelle la matrice associée a u
soit la plus simple possible 7 Idéalement, on cherche une base B dans laquelle u soit diagonale,

c’est a dire telle qu’il existe Aq,..., A, tels que
A 0 ... ... 0 T
0 0 0
(5) [u]s = 0 N O
o . 0
| 0 0 A

En effet, dans une telle base, en coordonnées, u se lira simplement
(21, xp) = (MT1, .., Apy).

Notez que demander que les A; soient tous égaux a 1 pour simplifier encore plus I’écriture de
u n’est pas raisonnable, car dans ce cas on aurait [u]g = Id,,, et par formule de changement
de base, ceci serait vrai pour toute base, et u serait en fait égale a Idg. En revanche, on verra
que si K = C, demander ’existence d’une telle forme diagonale (5) est trés raisonnable : en
un certain sens, la plupart des endomorphismes d’un espace vectoriel complexe admettent
une base dans laquelle leur représentation est diagonale. On dit alors d’un tel endomorphisme
qu’il est diagonalisable, et il s’agit de déterminer une telle base B = {ey, ..., e}, ainsi que les
valeurs \;. Notez dans ce cas que pour tout i € {1,...n},

u(el) = )\iez-.
C’est cette équation en A € K et x € F qui sera notre point de départ :

u(x) = Az.

31
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1. Eléments propres d’un endomorphisme

La notion de valeur propre (elle aussi historiquement antérieure a celle d’espace vectoriel)
est d’abord apparue a la fin du 18e siecle dans les travaux de Lagrange, Laplace ou Bernoulli
sur les systemes d’équations différentielles.

DEFINITION II.1.1. Soit A € K. On dit que X est une valeur propre de u (resp. de A) s’il
existe un vecteur non nul z # 0 dans E (resp. X € M, 1(K)\{0}) tel que
u(z) = Az (resp. AX = \X).
L’ensemble des valeurs propres de u (resp. A) est appelé spectre de u (resp. spectre de A) et
noté Spi(u) (resp. Spk(4)).

REMARQUE II.1.2. On remarque que si A = [u]s pour une base B de E, I’équation (2)
implique que X est valeur propre de u si et seulement si ¢’est une valeur propre de A. On a
donc dans ce cas Sp(u) = Sp(A).

ExeEMPLE I1.1.3. Le spectre d’une matrice diagonale est facile a déterminer. Par exemple,
soit

A0 0
D = 0 X O € Mg(K),
0 0 A3

ie. A1, A2, Az € K. Alors Spg (D) = {A1,...,A3}. En effet, si (e, e2,e3) désigne la base cano-
nique de K3, De; = M\e; pour i € {1,2,3} et donc \; € Spg(D) pour tout i € {1,2,3}. On
verra par ailleurs que le cardinal du spectre est inférieur a la dimension de F, ce qui permet
de conclure ici.

ExeMPLE II.1.4. On va voir dans cet exemple que le spectre d’'un endomorphisme peut
étre vide et qu’il dépend du corps de base dans lequel on considere I’endomorphisme. Soit
u: R? — R? défini par sa matrice dans la base canonique de R? :

0 1
Supposons que A € R soit valeur propre de u. On a alors 'existence de =z = (z1,z2) €

R2\{(0,0)} tel que u(z) = Az. On a alors I’équation matricielle AX = AX, ou X = [ o

€2
0 1 N N I
-1 0 T T2
De maniere équivalente, (x1,x2) vérifie le systéme
T2 = )\xl
—r1 = )\%2
Si A = 0, ce systeme impose x1 = x2 = 0, ce qui est impossible par définition d’'une valeur
propre, et si A # 0 alors nécessairement on obtient A> = —1 qui n’a pas de solution sur R,

d’ott Spr(u) = @. En revanche, si on considere u : C2 — C? défini par la méme matrice A
dans la base canonique de C? cette fois-ci (i.e. ici K = C), on obtient

Spc(u) = {i, —i}.
En effet, ’équation u(z) = iz admet la solution (1,7) et 1’équation u(x) = —ix admet la
solution (1, —1).
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EXERCICE II.1.5. Montrer que u est non injective si et seulement si 0 € Spg(u).

DEFINITION I1.1.6. Soit A € Spg(u) (resp. A € Spk(A)).

(1) Le sous-espace propre associé a A est le sous-espace vectoriel de E (resp. de K") :
E) :=ker(u— Ndg) = {zx € E, u(x) = \z}

(resp.
ker(A — Md,) = {X € K", AX = AX}).

(2) Les éléments de ker(u—Ald,,) (resp. de ker(A—Ald,,)) sont appelés les vecteurs propres
associés a .

REMARQUE II.1.7. Un vecteur propre peut étre nul. On a donc
A € Spg(u) < ker(u — Aldg) # {0}

et
A€ Spg(A) < ker(A — Ald,) # {0}.

ExeEMPLES I1.1.8. Dans 'exemple I1.1.3, en supposant les A\; deux a deux distincts, on a
ker(D — \;Ids) = Vect (&;).
Dans l'exemple II.1.4, sur le corps C, on a Spgc(u) = {i, —i}, et un calcul donne
E; = Vectc(ey + ieg) ,et E_; = Vect c(e1 — iea).

On remarque que B = {e; +ieg, e1 — ez} est une base de C? dans laquelle [u]p est diagonale
.0
luls = [ 0 i }

C?=E ®E_;.

et C? se décompose :

Le résultat suivant est trivial mais important :

LEMME I1.1.9. Si A = [u]p pour une base B de E, alors pour tout A € Spg(u) = Spg(A),
Uapplication
ker(u — A\ldg) — ker(A — Ald,)
x = ]2
est un isomorphisme.

Etudier les valeurs propres et espaces propres de u revient donc & étudier ceux de [u]p
pour une base B de E.
Les sous-espaces propres d’un endomorphisme ont le bon gotit d’étre en somme directe :

THEOREME I1.1.10. Soient A1,...,\s € Spg(u) des valeurs propres de u deux & deux
distinctes. Les sous-espaces propres associés Ey, = ker(u — NIdg) sont en somme directe
dans E, i.e.

Z ker(u — A\ildg) = @ ker(u — Aldg) < E.
i=1 1=1

On a bien sir un énoncé analogue pour les espaces-propres associés au valeurs propres de
A e M, (K).
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DEMONSTRATION. On va montrer 1’énoncé par récurrence sur le nombre de valeurs propres
distinctes s. Le résultat est directe si s = 1. On suppose alors qu’il est vrai pour s — 1 €
N* valeurs propres distinctes et on va le démontrer pour s valeurs propres distinctes. Soit
(v1,...,v5) € By, x ... x Ej, tel que

(6) v+ ...+, =0.

11 s’agit de montrer que les v; sont tous nuls. On applique u & I’équation (6) pour obtenir (u
est linéaire et les v; € Ey,) :

(7) Avr 4.+ Asvs = 0.
On multiplie également (6) par A et on a :
(8) AsVU1 + ... + Agvs = 0.

On soustrait alors (8) a (7) :
()\1 — /\S)Ul + ...+ ()\5_1 — )\s)vs—l =0.
Or pour tout i € {1,...,5 — 1}, (A\; — As)v; € By, (les E), sont des sous-espaces vectoriels de
E), donc par hypothese de récurrence,
Vi € {1,...,5—1}, (Ai—)\s)vi = 0.

Cependant, les \; sont supposées deux a deux distinctes, on a donc, pour i € {1,...,s — 1},
Ai — As—1 # 0 et v; = 0. Finalement, avec (6) on conclut vs = 0. O
COROLLAIRE II.1.11. Sous les mémes hypotheses que dans le Théoréme 11.1.10, on a

> dimg(ker(u — Mldp)) = dimg( @ ker(u — Mdg)) < dimg(E),
AESPK (u) AEeSpg (u)
avec égalité si et seulement si

@ ker(u—ANdg) = E.
AE€SPg (u)

Ainsi, une fois connu le spectre d’'un endomorphisme, les espaces propres associés & ses
valeurs propres nous fournissent un sous-espace vectoriel de E sur lequel v admet une forme
particulierement simple :

EXERCICE II.1.12. Soit F' < E un sous-espace vectoriel de E stable par u, i.e. tel que
u(F) < F. On appelle restriction de u a F' laendomorphisme u|p € L(F) défini, pour = € F,
par ujp(r) = u(x).

(1) Soit A € Spg(u). Montrer que u(E)) < Ej.

(2) En déduire que @)cqy, () ker(u — Aldp) est stable par w.

(3) On fixe une base By de E). Montrer que la restriction de u a E\ a pour matrice Ald,,,

avec ny = dim(FE)).

(4) En déduire la matrice de la restriction de u & @ AeSpy (u) A dans une base de la forme

UAeSpK(u) Bi.
Les espaces propres peuvent étre calculés via la résolution de systemes d’équations li-

néaires. Il reste alors a déterminer les valeurs propres. Elles seront obtenues comme racines
d’un polynome.
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2. Polyndéme caractéristique

Déterminer si A est une valeur propre de u revient a savoir si 'équation u(xz) — Az =0 a
une solution non nulle en z, ce qui est équivalent au fait que u — AIdg soit non injective, i.e.
non bijective car E est de dimension finie. Ceci motive la définition suivante :

DEFINITION I1.2.1. Soit T" une indéterminée sur K. On appelle polynéme caractéristique
de A le polynoéme !
xA(T) = det(T - 1d,, — A) € K[T].

REMARQUE I1.2.2. Dans le chapitre I on a vu les notions de matrices a coefficients dans
un corps et de déterminants de ces matrices. On peut étendre sans difficulté ces notions a
des matrices a coefficients dans un anneau commutatif (e.g. K[T']). Le déterminant d’une
telle matrice est défini par la méme formule (4). Il est alors K[T]-n-linéaire par rapport a
ses colonnes (ou ses lignes), alterné, vérifie les formules de développement selon les lignes et
les colonnes (Proposition 1.4.11), ainsi que le résultat du Théoreme 1.4.14. Les preuves de ces
faits sont exactement les mémes que dans le cas des matrices de M, (K).

Notez que si A = [aij]1<ij<n € M, (K), alors

T 0 ... 0 ail oo ol Qln
TIdn—A _ 0 T 0 : . a9
. 0 . . :
o ... 0 T Apl +v- .-+ Gnp
T—a11 —ail2 —Q1n

—az1 T —age

—an1 .o T —apn
ce qui est une matrice de M,,(K[T]), et xa(T"), son déterminant, est bien un élément de K[T'].
EXEMPLE I1.2.3. Si )
a
A:{C d:|EM2(C),
alors
xa(T) =T? — (a + d)T + (ad — be).

Le développement du polynéme caractéristique fait intervenir des quantités bien connues 2 :

ProproOsSITION 11.2.4. On a
xa(T) =T" —tr(A)T" !+ ...+ (=1)"det(A).

DEMONSTRATION. Le coefficients d’ordre 0 de x 4(7T) est obtenu en évaluant x 4(7") en 0,
ce qui donne bien (—1)" det(A). Pour les termes d’ordre n et n — 1, un développement selon
la premiere colonne donne :

XA(T) = (T — (111) det(T -1d,, — A11) + R(T),

1. Le polyndéme caractéristique est parfois défini comme étant det(A — TId,,).

2. On rappelle que la trace d’une matrice (resp. d’'un endomorphisme), notée tr(A), est le scalaire donné
par la somme de ses éléments diagonaux (resp. la somme des éléments diagonaux de n’importe quelle matrice
qui le représente.)
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ou R(T) est un polynome de degré inférieur ou égal a n — 2. Par récurrence sur n, on obtient
alors que le coefficient de degré n de x4 est 1 et celui de degré (n — 1) est —aj; — tr(Aj1) =

—tr(A). O
REMARQUE I1.2.5. Ainsi, pour n = 2, on a simplement
xa(T) = T? — tr(A)T + det(A).

La proposition suivante va nous permettre d’étendre la définition de déterminant aux
endomorphismes :

PROPOSITION 11.2.6. Soient A et A’ deux matrices semblables de M, (K) (i.e. il existe
P e GL,(K) telle que A’ = P~1AP). Alors

xa(T) = Xa(T).

DEMONSTRATION. Par définition, et avec les propriétés du déterminant (morphisme de
groupes multiplicatifs) :

xa(T) det(T1d,, — A)
det(T1d,, — P~ AP)
det(TP~'P — P71AP)
det(P~1(T1d,, — A)P)
det(P~1) det(T1d,, — A) det(P)
det(T1d,, — A)

= xa(T).

0

Ainsi, deux matrices qui représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes
ont le méme polynéme caractéristique. La définition suivante a donc un sens :

DEFINITION I1.2.7. On définit le polyndéme caractéristique de u, noté x,(7'), comme étant
le polynéme de K[7'] donné par
Xu(T) = Xju)s (T)
pour n’importe quelle base B de F.

REMARQUE II.2.8. On utilisera parfois la notation det(XIdg — u). Cela dit il faudra étre
prudent avec le sens donné a l’'objet “X - Idg”.

On a maintenant une caractérisation des valeurs propres en termes de racines du polynoéme
caractéristique :

THEOREME I1.2.9. Soit A € K. Les assertions suivantes sont équivalentes? :
(i) X est valeur propre de u, i.e. X\ € Spx(u),

(i) uw— Ndg est non injectif,

(iii) u — Aldg est non bijectif,

(iv) X est racine de Xy, i.e. xu(N) = 0.

REMARQUE I1.2.10. Le méme résultat est valable pour une matrice A € M,(K), on a
I’équivalence entre :

3. Notons au passage que les points (ii) et (¢i7) ne sont pas équivalents en dimension infinie, ot les notions
de valeurs propres ((u — AIdg) non injectif) et de spectre (ensemble des scalaires pour lesquels u — Aldg est
non inversible) sont différentes.



2. POLYNOME CARACTERISTIQUE 37

(") A€ Spg(A),
(ii’) A — Ald,, est non inversible,

(i) xa()) = 0.
De plus, si A = [u]g pour une base B de E, alors les assertions du Théoreme I1.2.9 sont
équivalentes a (i') — (iid’).
DEMONSTRATION. C’est assez direct :
AeSpg(u) < FrxeFE, xz#0,ulx)—Ax=0

— u — Aldg non injectif
— u — Aldg non bijectif
— det(u — Aldg) = 0.

La conséquence suivante est bien entendu valable pour A € M,,(K) également :
COROLLAIRE 11.2.11. Le cardinal de Spg(u) est inférieur ou égal a n :

#Spk (u) < dimg (F).
DEMONSTRATION. Le polynéme y,, est de degré n, donc il possede au plus n racines*. [

EXEMPLE I1.2.12. Les valeurs propres d’une matrice triangulaire supérieure sont données
par ses éléments diagonaux.

On dispose alors d’un programme pour déterminer les valeurs propres et espaces propres
d’un endomorphisme u (ou d’une matrice A) :

(1) Calculer son polynoéme caractéristique via un calcul de déterminant,

(2) Factoriser ce polynome sur K et en déduire ses racines (et donc le spectre de u ou A),

(3) Pour chacune des racines, déterminer l'espace propre ker(u — AIdg) associé via la
résolution d’un systeme d’équations linéaires.

EXERCICE I1.2.13. Soit

A=

O = O
o O
OO =

(1) Montrer que xA(T) = T3 — 1.
(2) En déduire que Spg(A4) = {1} et que Spc(A) = {1, 4, 2}
(3) Déterminer dans les deux cas les espaces propres de A.

On remarque ici que l'influence du corps sur lequel on travaille sur le spectre de I’endomor-
phisme se traduit par la possibilité de décomposer ou non le polyndme caractéristique en
produit de facteurs de degré 1.

DEFINITION I1.2.14. Un polynome p(T) € K[T] est dit scindé sur K s’il se décompose sur
K comme produit de facteurs de degré un, i.e. il existe a € K et (ay, ..., a;) € K® tels que®

p(T) = alli_y (T — ai).

4. Ce fait, vu en L1 pour K = R ou C, s’étend de la méme maniere a tout corps. Ceci repose sur l’existence
d’une division euclidienne sur K[X] et le fait que p(a) = 0 si et seulement si (X — a) divise p.

5. On peut démontrer que tout corps K admet une “cléture algébrique”, c’est & dire un corps L (minimal
pour l'inclusion) qui contienne K et dans lequel tous les polynémes soient scindés. Dans le cas de R, il s’agit
de C.
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EXEMPLES 11.2.15. Le polynéme X? + 1 n’est pas scindé sur R mais il est scindé sur C.
Le polynome (X — 2)? est scindé sur R.

DEFINITION I1.2.16. On dira que 'endomorphisme u (resp. la matrice A) est scindé (resp.
scindée) si son polynome caractéristique 1est.

REMARQUE I1.2.17. L’endomorphisme u est scindé sur K si et seulement si
Xu(T) = Myespy (u) (T — A)"™
ou ny est la multiplicité de A dans x,, notée ny = mult(\, xy).
EXEMPLE I1.2.18. Si A est triangulaire supérieure (ou inférieure), alors A est scindée.

LeEMME 11.2.19. Si K = C, tout endomorphisme est scindé. Si K = R, u € Endg(FE) est
scindé si et seulement si x, n'a que des racines réelles.

DEMONSTRATION. Le corps C est algébriquement clos donc tout polynéme sur C est
scindé. 0

Le polynéme caractéristique contient également une information importante sur les es-
paces propres d'un endomorphisme (ou d’une matrice) :

PROPOSITION I1.2.20. Soit A € Spg(u). Alors
1 < dim(E)y) < mult(X, xu)-

DEMONSTRATION. Soit By une base de F\ que 1’on complete en une base B de E. Dans
cette base, la matrice de u est diagonale par blocs :

[ulz = [ )\Igm g ]

ot l'on a posé ny = dim(E)y) et ou C € M,,_,, (K). On en déduit que
Xu(T) = (T = X)"™ - xc(T),

et donc ny < mult(A, xu)-

Un corollaire tres utile dans la recherche des espaces propres est le suivant :

COROLLAIRE 11.2.21. Si A\ € Spg(u) est de multiplicité 1 dans le polynome x., i.e.
mult(\, xo,) = 1, alors dimg (ker(u — A\ldg)) = 1.

Ainsi, pour calculer un espace propre associé a une valeur propre de multiplicité 1, il suffit
de déterminer un vecteur propre de cet espace.

EXEMPLES 11.2.22. Soient A et B les matrices de Ma(R) :
2 1 11
=)ol
En dimension n = 2, la formule
xm(T) = T? — tr(M)T + det(M)

donne directement
xA(T) =T% —4T 4+ 3et xp(T) = T — 2T + 1
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que 'on factorise :
XA(T) = (T = 3)(T = 1) et xp(T) = (T — 1)*.
Pour A, Spr(A) = {1,3}, et mult(1,x4) = mult(3,x4) = 1, d’ou dimg(ker(A — Idy)) =
dimp (ker(A — 3Idz)) = 1. On a donc
R? = ker(A — Idy) @ ker(A — 3Idy),

et un calcul direct donne ker(A — Idy) = Vect {(1,—1)} et ker(A — 3Ida) = Vect {(1,1)}.
Pour B en revanche, Spgr(B) = {1}, et mult(1, xp) = 2. Un calcul montre par ailleurs que
ker(B — Idy) = Vect (e1), et dim(ker(B — Ids)) < mult(1, xp). Dans cet exemple, on a

P  ker(B — Aldy) C R?,
AeSPg (B)

méme si B est scindé sur R.

On termine par cette proposition utile pour calculer les polynomes caractéristiques des
matrices triangulaires par blocs. La preuve est laissée en exercice au lecteur.

ProPOSITION 11.2.23. Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire supérieure par blocs :

C A ... Ay Ay ]
0o - Asy
A=1 0 Ay :
0 :
0 0 Ay |

Alors

(1) Le polynome caractéristique de A se décompose :
xa(T) = 1 xA, (1),
(2) Le spectre vérifie :

r
Spr(4) = | J Spk(4a),
i=1
(8) A est scindée sur K si et seulement si pour tout i € {1,...r}, Ay est scindée sur K.

3. Diagonalisation

On donne dans cette section deux caractérisations importantes des endomorphismes dia-
gonalisables.

DEFINITION IL1.3.1. Un endomorphisme u € Endg(F) est diagonalisable s’il existe une
base B de E dans laquelle [u]g est diagonale. Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable si
elle est semblable & une matrice diagonale, i.e. il existe P € GL,(K) telle que P~'AP soit
diagonale.

REMARQUE I1.3.2. On verra souvent des exemples d’endomorphismes définis par des ma-
trices a coefficients réels. On pourra voir ces applications comme endomorphismes de R”
ou bien de C™. On parlera alors d’endomorphismes diagonalisables “sur R” ou “sur C”. La
distinction sera cruciale car certains endomorphismes ne sont pas scindés sur R.

Une premiére caractérisation des endomorphismes diagonalisables est la suivante :
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THEOREME I1.3.3. Soit u € Endg(FE). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable,

(ii) [u]p est diagonalisable pour une base B de E,

(iii) [u]s est diagonalisable pour toute base B de E,

(iv) E est somme directe des espaces propres de u :

E= P ker(u—Adg),
AeSPK (u)

(v) E posséde une base formée de vecteurs propres de w.

DEMONSTRATION. (4), (i) et (ii7) sont équivalents en vertu du fait que si B, B’ sont deux
bases de E de matrice de passage P = P§ , alors [u]z = P~ '[u]sP et réciproquement si
P e GL,(K), alors P est une matrice de passage de B & une autre base de E .

Pour (éi7) = (iv), soit B une base de E dans laquelle [u]g soit diagonale, égale a

A 0 ... ... 0T
0o . 0 0
[u]s = 0 A 0
: 0 .0
| 0 ... ... 0 X |

Il est alors clair que les vecteurs de B sont des vecteurs propres de u. On a alors pour tout
e € B,

ee P ker(u— Adg)
AeSPK (u)
et donc
E=Vect(B)c @ ker(u— Adg).
AESPg (u)

Pour (iv) = (v), il suffit de considérer une base By pour chaque espace propre de u. La
réunion B = AeSpy () B est une base de F formée de vecteurs propres.

Enfin, (v) = (i) est claire, car dans une telle base B formée de vecteurs propres, la matrice

[u]p est diagonale. O
Dans la suite, si (A1,...,\,) € K™, on utilisera la notation
A 0 ... ... 0T
0 0 0
Diag(A1,. .., Ap) = 00N O
o .0
| 0 0 A |

PRrROPOSITION I1.3.4. Si un endomorphisme u € Endg (F) diagonalisable, alors il est scindé
sur K. La réciproque est fausse.

6. via la formule €} = 7" | pije;.
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DEMONSTRATION. Si u est diagonalisable, on peut fixer une base B dans laquelle [u]s
soit diagonale, et il existe (A1,...,\,) € K", telles que

[u]s = Diag(AL, ... An).
D’ou
Xu(T) = TGy (T = )
est scindé. Le contre-exemple

0 1
[0 0]
prouve que la réciproque est fausse. En effet, xa(T) = T2 et donc Spg(A) = {0}, mais on a
clairement K? # ker(A) (ce qui serait le cas si A était diagonalisable). O

Du Théoreme I11.3.3 on déduit un critere efficace pour déterminer si un endomorphisme
est diagonalisable :

COROLLAIRE 11.3.5. Si u € Endg(FE) (resp. A € M, (K)) posséde n valeurs propres dis-
tinctes, alors u (resp. A) est diagonalisable.

Autrement dit, si x, (resp. x4), admet n racines distinctes sur K, alors u (resp. A) est
diagonalisable.

DEMONSTRATION. En effet, supposons Spy(u) = {A1,..., A}, avec \; # Aj pour ¢ # j.
Comme .
@ ker(u — Nldg) < E,
i=1
on a
n
Z dim(ker(u — \Idg)) < n.
i=1
Or par définition des espaces propres, pour tout i € [1,n],
1 < dim(ker(u — N\;Idg)),

et donc .
n < Z dim(ker(u — \Idg)) < n.
i=1
D’ou .
n = dim(EP ker(u — N\;ldg))
i=1
et

n
@ ker(u — Nldg) = E.
i=1
g
REMARQUE I1.3.6. La réciproque est fausse, comme le montre 'exemple u = Idg sin > 2.
Ce critere se généralise de la fagcon suivante :
THEOREME I1.3.7. Soit u € Endg (F). Alors u est diagonalisable sur K si et seulement si
XU(T) = H/\eSpK(u) (T - )‘)dimK(E/\)a

c’est a dire si et seulement si les deux critéres suivants sont vérifiés :
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(i) xu(T) est scindé sur K, et
(ii) Y\ € Spg(u), on a dimg(E)) = multg (A, Xu)-

De méme, une matrice A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si x 4 est scindé sur
K et pour tout élément A € Spgk(A), dimg (ker(A — Ald,,)) = mult(A, x4).

DEMONSTRATION. Supposons que u soit diagonalisable. On note Spg(u) = {A1,..., As}
le spectre de u. On a alors
S
E =@ E),
i=1
et si pour tout i € {1,..., s} on fixe une base (de vecteurs propres) B; de E),, on obtient une
base B = | J;_; B; de E dans laquelle
[u]g = Diag(/\l,...,)\1,)\2,...,)\2,...,)\5,...,/\5)
—_ Y —
n1 fois no fois ns fois

ou n; = dim(E),). On calcul le polynéme caractéristique de cette matrice
Xu(T) = TGy (T = X)™

et on a bien n; = mult(A;, xu).
Réciproquement, supposons que le polynome caractéristique vérifie

XU(T) = Hx\eSpK(u) (T - A)dimK(EA)'
Ce polynome est de degré n = dimg(F), donc
> dimg(Ey) = dimg(E).
AeSP (u)

Ceci implique
dimg( P E») = dimg(E)

AeSpy (u)
et donc
@ E\=EFE,
AeSp (u)
i.e. u est diagonalisable. O]

Notez au passage le résultat suivant qui provient du fait que le polynome caractéristique
ne dépend pas de la base choisie pour le calcul :

PROPOSITION 11.3.8. Soit u € Endg(E) un endomorphisme diagonalisable de polynome
caractéristique

Xu(T) = H)\ESpK(u) (T - )‘)nA7
ot ny = dim(E)). Si B est une base de E dans laquelle [u]g est diagonale,

D = [u] = Diag(Ar, .., An)

alors nécessairement les \; sont les valeurs propres de u, chaque valeur propre A € Spg(u)
apparaissant ny-fois dans D.
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C’est a dire que si u est diagonalisable, il existe un nombre fini de matrices diagonales
qui représentent u. Ces différentes formes sont obtenues en permutant les éléments diagonaux
d’une forme diagonale donnée. Attention cependant, une méme forme diagonale peut étre
obtenue dans un nombre infini de bases distinctes (ce sera méme toujours le cas si K est
infini). Matriciellement, pour tout A € M, (K), I’ensemble

(P~ AP diagonale , P € GL,(K)}
est fini (il peut étre vide), mais I’ensemble
{P e GL,(K), P'AP = Diag(A1, ..., \n)}
peut étre infini s’il est non vide.

ExXEMPLE 11.3.9. Posons

2 -2 4
A=| 2 -3 2 |eMyR),
—2 1 -4

que l'on voit comme un endomorphisme u de R? dans la base canonique. On calcul (par
exemple en utilisant les transformations sur les lignes et les colonnes Ls — L3 + Lo puis
C3 — C3 — Oy, puis en développant selon la derniere ligne)

xA(T) = (T + 1)(T + 2)°.

Le spectre de A est Spr(A) = {—1,—2}. On s’intéresse d’abord & E_s pour déterminer si A
est diagonalisable :

4 -2 4
ker(A+2Id3) = {XeR3 | 2 -1 2 |-X=0
-2 1 -2

= {($,y,z)€]R3, 2m—y+2z=0}.

Donc dimg(E_2) = 2 = multr(—2, x4). On a également multg(—1,x4) = 1 et dimg(F_1) =
1. En conclusion, A est diagonalisable. Une base de E_5 est donnée par {v; = (1,0, —1), vy
(1,2,0)} et une base de E_; par {vs = (—2,—1,1)}. Dans la base B = {v;,v2,v3} on a :

-2 0 0
[u]p =P'AP=| 0 -2 0
0 0 -1
ol
1 1 -2
P=PF =| 0 2 -1
‘ -1 0 1

4. Trigonalisation

Comme on l'a vu sur certains exemples, un endomorphisme n’est pas nécessairement
diagonalisable. On cherche alors une autre forme matricielle simple, mais moins restrictive,
pour effectuer les calculs : une forme triangulaire (supérieure ou inférieure).

DEFINITION I1.4.1. On dit que u (resp. A) est trigonalisable sur K s’il existe une base B
de E (resp. P € GL,(K)) telle que [u]g (resp. P~'AP) soit triangulaire supérieure.
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REMARQUE I1.4.2. Par définition, u est trigonalisable si et seulement si pour une (et donc
pour toute) base B, [u]p est trigonalisable.

LEMME I1.4.3. Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire inférieure. Alors A est semblable
a une matrice triangulaire supérieure.

DEMONSTRATION. On pose A = [aij]1<ij<n- Pour Bean = {e1, ..., ey} la base canonique
de K" on a A = [f]s,,,, avec pour tout j € {1,...,n} :

fleg) =) aie;.
i=j

can’?

Dans la base B = {e,,...,e1}, 'endomorphisme f vérifie :
Gnn Gn.n—1 ... Qnl
[f]B _ 0 an—1,n—1
: 0 .
0 - 0 a1

O

REMARQUE I1.4.4. Par le lemme qui précede, on peut remplacer triangulaire supérieure
par triangulaire inférieure dans la Définition 11.4.1.

LEMME I1.4.5. Soit B = {v1,...,v,} une base de E. On pose, pour j € [1,n],
Vj := Vect{v1,...,v;} = Kv1 @ ... ®Kvj.
La matrice [u]g est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout j € [[1,n]], uw(V;) < Vj.

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que u(V;) < V; est équivalent & u(v;) € Kvy @
... ®Kuvj pour tout ¢ € [[1, j]. La traduction matricielle donne le résultat. ([l

On a alors une caractérisation des endomorphismes trigonalisables :

THEOREME 11.4.6. Un endomorphisme u € Endg (E) (resp. une matrice A € M,,(K)) est
trigonalisable si et seulement si x,, (resp. xa) est scindé sur K.

Un corollaire immédiat :

COROLLAIRE I1.4.7. Sur C, tous les endomorphismes sont trigonalisables. Sur R, un en-
domorphisme est trigonalisable si et seulement si toutes ses valeurs propres sont réelles”.

DEMONSTRATION DU THEOREME I1.4.6. Supposons A € M, (K) trigonalisable. Il existe
P e GL,(K) telle que A’ := P71 AP soit triangulaire supérieure, et on a xa(T) = x4 (T). La
forme triangulaire supérieure de A’ permet de conclure que x 4/, et donc x 4, est scindé.

Réciproquement, supposons x, scindé. On va démontrer par récurrence sur n = dimg (F)
que u est trigonalisable. Si n = 1 c’est clair. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 € N*|
et montrons le au rang n. Comme Y, est scindé et de degré n > 2, il admet une racine
A € Spi(u). On a donc l'existence d’un vecteur propre non nul ey € Ey. Soit alors F' — E un

7. De manieére générale, quitte a passer a une cloture algébrique de K, on pourra toujours trigonaliser une
matrice.
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supplémentaire de Vect {e)} dans E. Si B est une base de F', la matrice de u dans la base
B = {ex} U Bp est de la forme :

ou B € M,,_1(K). On a alors x,(T) = (T — \)xB(T) et donc B est scindé car x,(T") 'est. Par
hypothese de récurrence, la matrice B est trigonalisable : il existe Pp € GL,_1(K) telle que
B := Py L BPg soit triangulaire supérieure. On défini alors par blocs la matrice :

10 ... 0
0
P = .
: PB
0
On a
10 0
P1l.= 0
: Pyt
0
et un calcul par blocs donne
A . * Ao #
P 1[ 1P 0 0
Ut = . = .
: P;'BPg : B
0 0
qui est triangulaire supérieure, donc u est trigonalisable. ]
EXERCICE 11.4.8. Soit
1 2 -1 —4
A= 3 -3 0 0
-2 =2 1

(1
(2
(3
(
(

) Déterminer le polynome caractéristique de A.

) En déduire que Spg(A4) = {—1, 1}.

) Pourquoi A est-elle trigonalisable sur R ?

4) Etudier E; et montrer que A n’est pas diagonalisable.
5) Trigonaliser A.

SoLuTION I1.4.9. On pose

2 -1 -4

-2 =2 1
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et on calcule :
xA(T) = det(T - Ids — A)
= 35 det(37 - Ids — B)
3r—-2 1 4
= % 3 3T 0
2 2 3r-1

3Ir+3 3I'+3 3T+ 3

— 3%, 3 3T 0
Li—L1+La+Ls 9 9 3T 1
1 1 1
= e A
2 2 37—1
1 1 1
= A
Ls—Ls—2L1 0 0 37—3

= (T + 1)(T —1)%

On en déduit la réponse aux questions (1) — (3) : le spectre est I’ensemble des racines du
polyndmes caractéristique, A est trigonalisable car y 4 est scindé sur R.
Pour Ej, on résout (z,y,z) € ker(A — Ids) et on obtient

By ={(z,y,2) R} z+y=2=0} = Vect {(1,-1,0)}.

En particulier, dim(E;) = 1 < mult(1, x4) et donc A n’est pas diagonalisable.
Pour trigonaliser A on commence par déterminer une base de F_;. Comme mult(—1, x;) =
1, dimg(EF_1) = 1 et il suffit de déterminer un vecteur directeur de F_; :

E_1 =Vectr{(1,1,1)}.

On pose alors v; = (1,1,1), v2 = (1, —1,0) et on cherche vs de telle sorte que B = {vy, va, v3}
soit une base de R3. Si P = PBBCM’ on a

-1
PtAP=1] 0
0

S = O
o o

En effet, si f est I’endomorphisme de R? représenté par A dans Been, P~LAP n’est autre que
la matrice de f dans B. De plus, xp-14p = x4 et donc nécessairement ¢ = 1. On prend v3 le
plus simple possible, i.e. v3 = (0,0,1). On calcul alors a et b via I’équation :

f(vs) = avy + bvg + vs.
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On écrit vy, vo et v3 dans Beyy, ce qui donne le systeme :

—%2 = a + b
0 = a — b
1
3 = a +
On trouve a = b = —% et dans la base B on a

0
[fls =P 'AP=| 0 1
0 0






Chapitre III

Polynomes d’endomorphismes

Le polynome caractéristique x, joue un réle clé dans la réduction d’un endomorphisme
u. Une des raisons est qu’il est un polynéme annulateur de u : par le théoreme de Cayley-
Hamilton, x,(u) = 0. Dans ce chapitre, on va donner un sens a la notion de polynéme en
u, et établir un lien entre la structure d’anneau de K[T'] et les décompositions de E et de
ses sous-espaces en sommes directes. On verra apparaitre la notion de polynéme minimal,
un diviseur de y, dont la factorisation donnera un nouveau critere pour déterminer si un
endomorphisme est diagonalisable.

1. L’algebre K[u] et le théoréme de Cayley-Hamilton

On commence par introduire les algebres K[u] et K[A] pour donner un sens a ya(A),
avant de démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton.

1.1. Polynémes d’endomorphismes. Soit p(7') € K[T'], défini par ses coefficients :

d
p(T) = Y, T,
i=0

ou d est le degré de p. On rappelle que pour ¢ € N*
A=A -A.. A
-
i fois
et de méme :
uizuouo...ou,
-

1 fois
avec les conventions
A® =1d,
et
u? = 1dg.

DEFINITION II1.1.1. On définit le polynome d’endomorphisme :

d

p(u) := Z a;u' € Endg (E),
i=0

et le polynome de matrice :
d
D aiAl e My(K).
i=0
On laisse la preuve de la proposition suivante en exercice :

49
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ProrosiTioN II1.1.2. L’application

est un morphisme d’algébres, i.e.
(i) ®,, est une application K-linéaire,

(i) Pour tout (p,q) € K[TT?, ®u(pq) = u(p) © Pu(q)-
REMARQUE III.1.3. On a de méme que 'application suivante est un morphisme d’algebres :

dy: K[T] — Mu(K)
p(T) — p(A).

DEFINITION II1.1.4. On appelle 'image de ®,, notée K[U] (resp. de ®4, notée K[A])
lespace des polynémes en u (resp. en A). C’est une K-algebre, et si A = [u]g pour une base
B de E,

est un isomorphisme.

La proposition suivante sera utilisée a plusieurs reprises (on dira que deux polynémes en
u (ou en A) commutent) :

ProprosITION II1.1.5. L’algébre K[u] (resp. K[A]) est commutative, i.e.
V(u1,ug) € Im(®y,), ug 0 ug = ug o uy.

DEMONSTRATION. En effet, cela découle de la commutativité de K[T']. Par définition il
existe p;, py € K[T'] tels que u; = p;(u) et ug = pz(u) On a alors

U1 oUuy = (u

’lL

) o

= (1) P,
(
(

’lL

Py (py)

0

1.2. Théoreme de Cayley-Hamilton. Ce théoreme fondamental fut d’abord obtenu
par Cayley, qui se contenta d’en donner une preuve en dimension 2 et 3 (!).

THEOREME I11.1.6 (Théoréme de Cayley-Hamilton). Le polynéme caractéristique est un
polynome annulateur, i.e. pour toute matrice A € My, (K) (resp. tout endomorphisme u €

Endg(E)), xa(A) =0 (resp. xu(u) =0).

REMARQUE III.1.7. On prendra garde a la signification de yx4(A). Comme x4 € K[T],
XA(A) est le polynome en A donné par ®4(x4). Par exemple, si

A:[‘C‘ Z]EMQ(K),

alors

xa(T) = T% = (a + d)T + (ad — be)
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et donc
xa(A) = A% — (a + d)A + (ad — be)Idy € My (K).
On ne peut pas remplacer T par A dans
T—a —b
—c T—-d

A—a —b
—c A-d

DEMONSTRATION. On part de la relation
(9) (T1d,, — A) - *Com(T1d,, — A) = xa(T)Id,.

Notons que la matrice T - Id,, — A ne fait intervenir que des polynémes de degrés au plus
1, c’est un élément de M, (K;[T]), tandis que la matrice Com(7TId,, — A) fait intervenir des
polynémes de degré au plus n — 1. On développe ‘Com(T1d,, — A) € M, (K,_1[T]) selon le
degré : il existe By, ..., By,—1 € M, (K) telles que

car ’expression

n’a pas de sens.

n—1
Com(TId, — A) = Y| B;T".
i=0
De méme on développe x4 (T)Id,, : il existe by, ..., b, € K" tels que
n
xa(T) = > b
i=0

On a alors avec I’équation (9) :
(T-1d, — A)(Bn_1-T" ' + ...+ Bg) = byId,, - T" + ... + bold,,.

On développe le terme de gauche de cette égalité :

n—1
Bpy T+ Y. (Bp1—i—A-Bn) - T" = A- By = byIdy, - T" + ... + bold,.
i=1
On identifie les coefficients en T%, pour i € {0,...,n}, ce qui donne :
B, 1 = byld,
Bn72 —A- anl = bnflldna
(10) z _
BO —A- B1 = blldm
—A- By = bld,.

On procede alors de la facon suivante : par récurrence sur ¢ > 1, on fait I'opération L; «—
L; + A- L;_; sur les lignes du systéme (10). Pour i = n 4+ 1 on obtient :

bp A" + byt AV 4 L+ b A + boldy, = 0.
Comme les (b;) sont les coefficients de x4(7'), le résultat est démontré. O

COROLLAIRE III.1.8. Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Alors son inverse A1 est
un polynome en A.
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DEMONSTRATION. Posons
XA(T) =T" + anflTn_l +...+a1T + ap.
Par le théoreme de Cayley-Hamilton,
A" +ay 1 A"V 4+ a1 A+ agld, =0
donc
A- (An_l + an_lA"_2 + ...+ alldn) = —apld,.
On rappelle que ag = (—1)"det(A) # 0 car A est inversible, d’ou
1
—— A (A" g, AV 4 ayldy,) = 1d,
ao
et
Al = —%(A”—1 +an 1AV 2+ ..+ a1ldy,)
(I)A(—aflo(Tnfl + an_lT”” + ...+ al)).

EXERCICE III.1.9. Soit

N O

W =
| S—

(1) Calculer y 4.
(2) En déduire A% et AL

DEvVOIR MAISON III.1.10. On va donner une autre démonstration du théoreme de Cayley-
Hamilton. Soit A € M,,(K). On suppose ici que A est scindée (c’est par exemple le cas si
K = C). On souhaite montrer que xa(A) = 0.

(1) Montrer que si B = P~ AP est une matrice semblable & A, alors
xB(B) = P~'xa(A)P.
(2) En déduire que I'on peut supposer A triangulaire supérieure pour prouver le théoréme.

(3) On suppose donc A triangulaire supérieure. Soit Boqn = {€1,. .., €} la base canonique
de K™.

(a) Montrer que pour tout i € {2,...,n} on a (A — a;ld,)(e;) e Ke1 @ ... ®Ke;;.
(b) Montrer que pour tout 4,5 € {1,...,n}?,
(A — a4ldy,) (A — aj;ld,) = (A — aj;1dy) (A — ayuldy,).
(¢) Déduire de (a) et (b), par récurrence sur j :
Vke{l,...,7}, (A—anldy)(A —agldy) ... (A — a;;1d,)(ex) = 0.
(4) Montrer que
XA(A) = (A —a11d,) (A — axldy,) ... (A — apyldy).

(5) Conclure.
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2. Polynéme minimal

On va faire des rappels sur certaines propriétés de 'anneau K[T']. Ces propriétés vont se
traduire par ’existence d’un polynéome minimal p, tel que tout polynéme annulateur de w
soit un multiple de p,. On verra alors que les valeurs propres sont également les racines de
Iy, €6 que sa factorisation est intimement liée a la diagonalisation de wu.

2.1. Quelques propriétés de 'anneau K|[7']. L’anneau K[7'] posséde de nombreuses
propriétés algébriques en commun avec Z.

DEFINITION III1.2.1. Soient (a, b) € K[T']. On dit que b divise a (ou que a est divisible par
b) s’il existe q € K[T'] tel que a = bq.

EXEMPLE I11.2.2. Le polynéme T divise T3 + T.

De maniére plus générale, il existe sur K[T] une division euclidienne'(On renvoit & [RW1]
pour une démonstration) :

THEOREME II1.2.3. Soient (a, b) € K[T]?, b # 0. Il existe un unique couple (q,r) € K[T]?
avec deg(r) < deg(b) et tel que
a=bq+r.

Avec les notations du théoreme précédent, le polynéme q est appelé le quotient et r le reste
de la division euclidienne de a par b. On rappelle au passage que par convention, deg(0) = —co.

DEFINITION II1.2.4. Soient py,...,p, des éléments non tous nuls de K[T]. On appelle
pged (plus grand commun diviseur) des (p;)1<i<r, noté pged(py, ..., p,), un polyndéme p qui
vérifie :

(i) Pour tout i € {1,...,r}, p divise p;,

(ii) Si q € K[T] divise chacun des p;, 1 <i <, alors g divise p

PROPOSITION I11.2.5. Soient py,...,p, des éléments non tous nuls de K[T]. Le pgcd des
(p;)1<i<r existe et est unique a un multiple de K* prés.

DEMONSTRATION. On va utiliser des techniques issues de la théorie des anneaux princi-
paux. Soit

T
I:= {Z aip;, a € K[T],i=1...r}.
i=1
L’ensemble I  K[T] est un “idéal” de K[T7], c’est & dire qu’il vérifie? :
(i) I est un sous-groupe additif de (K[T], +),
(ii) Siae K[T] et pe I, alors ap € I.
Le fait que K[T] soit euclidien implique que tout idéal de K[T'] est principal, autrement dit,
il existe p € K[T'] tel que
I =(p):={ap,ac K[T]}.
Pour démontrer cela, on considere ’ensemble des degrés des éléments non nuls de 1 :

D := {deg(q), q € I\{0}}.

1. Ceci fait de K[T'], comme Z, un anneau “principal”. La définition du polynéme minimal peut étre revue
dans ce contexte plus abstrait : c’est le polyndme unitaire générateur de 1'idéal ker(®, ). Le lecteur intéressé
pourra consulter [RW1, RW2].

2. On laisse au lecteur le soin de vérifier ces points.
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Alors D est une partie (non vide car les p; sont supposés non tous nuls) de N et admet donc
un plus petit élément n € D. On fixe alors p € I\{0} avec deg(p) = n. Montrons comme
annoncé que

I=(p).

Il est clair que (p) < I, car p € I et par 'axiome (i7) des idéaux. Réciproquement, si b € I\{0},
on effectue la division euclidienne de b par p :

b=bqg+r

ott (q,r) € K[T]? avec deg(r) < deg(p) . Mais alors r = b — pq € I par les axiomes (i) et (ii).
Ceci contredit la minimalité du degré de p, sauf si r = 0. D’out p divise b et b € (p). On a
donc I = (p).

On va montrer que p = pged(py, ..., p,). Tout d’abord, pour tout i € {1,...,7}, p; € I et
comme [ = (p), p divise p,. Notons de plus que p € I et donc on peut fixer (a;)1<i<r € K[T]"

tels que
,
p= ) ap;.
i=1

Si maintenant q divise les polynémes p;, on en déduit que g divise p. p est bien un pged
recherché.

Enfin, reste a montrer que ce pged est unique a un scalaire non nul pres. Soit alors p un
autre pged des (p;)1<i<r. Par définition, p divise p, et p divise p. Les polynémes p et p sont
donc de méme degré, et la division de I'un par Pautre ( il existe b € K[T'] tel que p = bp)
montre qu’ils different d’une constante multiplicative 3. [l

EXERCICE II1.2.6. Déterminer les pged des familles suivantes :

(1) (X —a),(X —b) oua,be K2

(2) X?—2X +1let X —1.

DEFINITION II1.2.7. Soient py, ..., p, des éléments non tous nuls de K[T']. On dit qu’ils
sont premiers entre eux si leur pged est une constante, i.e. si

pged(py, - .., p,) € K.
On a alors le Théoreme de Bezout, version polynomiale :
THEOREME I11.2.8 (Théoréme de Bézout). Soient py,...,p, des éléments non tous nuls

de K[T']. Ces polynémes sont premiers entre eux si et seulement si il existe (a;)1<i<r € K[T]"
tels que

aip1 +...+ap, =1
DEMONSTRATION. Le fait que ces polyndmes soient premiers entre eux implique (cf preuve
de Iexistence du pged) que I'idéal qu’ils engendrent est K[T'] et donc I'existence des (a;)1<i<r €
K[T]" tels que
aip1 +...+ap. = 1.

Réciproquement, tout diviseur des (p;)i1<i<, doit diviser 1 = aijp; + ... + a,p,, et donc doit
étre une constant non nulle. Le résultat suit. O

3. On dit qu’ils sont associés
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COROLLAIRE 1I1.2.9. Si py,...,p, sont des éléments non tous nuls de K[T], il existe
(ai)1<i<r € K[T]" tels que

aip; + ...+ a,p, = pged(py,-..,py)-

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que si p := pged(py, - - ., p,), alors les polyndomes
p/ p; sont premiers entre eux. ]

Enfin, comme pour les entiers, on peut décomposer les polynémes en produits de facteurs
irréductibles.

DEFINITION I11.2.10. Un polynome p € K[T'] est dit irréductible (ou premier) si
(i) p n’est pas une constante (p ¢ K),
(ii) Les seuls diviseurs de p sont les constantes et les polynomes du type Ap, ou A € K.

EXEMPLE II1.2.11. Les irréductibles de R[X] et C[X] doivent étre connus :
e Sur C, les polynomes irréductibles sont les polynoémes de degré 1, de la forme a7 + b
ot (a,b) € C2.
e Sur R, les polyndmes irréductibles sont les polynomes de degré 1 et ceux de degré 2
dont le discriminant est négatif.

THEOREME I11.2.12. Soit p € K[T'| un polynome non constant. Alors p admet une décom-
position en produit de facteurs irréductibles, c¢’est a dire qu’ il existe s € N*, des polynomes
irréductibles (p;)1<i<s € K[T']® deux a deuz distincts, et des entiers non nuls (n;)1<i<s € N*
tels que

p= Hf:1p?i‘
De plus, si on a une autre décomposition de p en produits d’irréductibles :
p=1I_q",
alors s = r, et il existe une permutation o € &4 de {1,...,s} telle que pour tout i € {1,...,s},

Di €t Qy(;) sont égauzr a un scalaire multiplicatif prés, et n; = mg(;.

DEMONSTRATION. Pour l'existence, on proceéde par récurrence sur le degré de p : si p est
irréductible on peut conclure, et sinon on trouve une décomposition de p en produit de deux
polynoémes non constants de degrés inférieurs a celui de p, auxquels on applique 'hypothése
de récurrence. Notez que tous les polynémes de degré 1 sont irréductibles dans* K[T'].

Pour 'unicité, on peut procéder par récurrence sur s et utiliser le lemme de Gauss. On
renvoit & [RW1] pour les détails. O

Ce Théoreme nous sera surtout utile en pratique pour déterminer une factorisation en
produit de facteurs premiers entre eux des polyndmes caractéristiques et minimaux que 1’on
va rencontrer.

COROLLAIRE I11.2.13. Si p, q € K[T]? se décomposent en produits de facteurs irréductibles
de la fagon suivante (on autorise ici m; =0 etn; =0) :
b= Hf=1p?i
et
q= Hlepzniv

4. Attention, ceci n’est pas vrai dans A[X] pour un anneau A en général. Par exemple 2X + 2 € Z[X] n’est
pas irréductible dans Z[X].
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alors
min(n;,m;)

pged(p, q) = IIi_, p;
En particulier, p et q sont premiers entre euxr si et seulement si ils n’ont aucun facteur
wrréductible en commun.

2.2. Application : le polynéme minimal. On revient a ’étude de nos endomor-
phismes. On rappelle que u € Endg(E) et A € M, (K).

DEFINITION I11.2.14. On appelle idéal annulateur de u (ou de ®,) I'ensemble de K[T]

défini par :
I, := ker(®,) = {p e K[T], p(u) = 0}.

Ses éléments sont appelés polynémes annulateurs de u.

REMARQUE II1.2.15. De méme, on a l'idéal annulateur de A (ou de ®4) :

Ly = ker(®4) = {p € K[T], p(A) = 0} < K[T]

ainsi que les polynémes annulateurs de A.

Le lemme suivant est immédiat.

LEMME II1.2.16. Les ensembles I,, et I4 sont des idéaux de K[T].

THEOREME I11.2.17. I existe un unique polynéme unitaire p,, (resp. pa) tel que

Iy = (pu) = {apu, a € K[TT]},

(resp. T4 = (pa)).

DEMONSTRATION. La preuve est exactement la méme que pour montrer l'existence de
p € K[T'] tel que I = (p) dans la démonstration de la Proposition II1.2.5 (le caractere unitaire
impose 'unicité). Il faut tout de méme s’assurer que I, # (0), c’est a dire qu’il existe ¢ €
K[T]\{0} tel que ¢(u) = 0. Mais comme Endy (F) est un espace vectoriel de dimension n?, la
famille {Idg, u, u?, ... ,u”Q} est liée, d’ou le résultat. O

DEFINITION II1.2.18. Le polynome ., (resp. 14) est appelé polyndme minimal de u (resp.
de A).

REMARQUE I11.2.19. Par définition, p, est le polynome unitaire de plus petit degré qui
annule u. Si ¢ € K[T] est un autre polynéme annulateur de u, alors pu, divise 9.

Par le théoréme de Cayley-Hamilton :
COROLLAIRE II1.2.20. Le polynome caractéristique appartient a I, et est divisible par pu,.

Ainsi, les racines de pu, sont toutes des valeurs propres de u. En fait on a le résultat
remarquable suivant (valable également pour py et Spg(A4)) :

THEOREME I11.2.21. Soit X\ € K. Alors X € Spg(u) si et seulement si p,(\) = 0.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que toute valeur propre de u est racine de ji,. Soit
donc A € Spi(u). Il existe x # 0 un vecteur tel que u(x) = Az. On calcul alors pour tout
Y e K[T] :

On a en particulier

et comme x est non nul, p,(\) = 0. O
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On en déduit les corollaires suivants :

COROLLAIRE II1.2.22. Les racines de ji, et xu sont les mémes. Ainsi, u est scindé sur K
st et seulement st pu,, lest.

DEMONSTRATION. Le premier énoncé découle du théoréeme qui précede. Pour le second,
on va se contenter des cas K = R ou C, qui sont triviaux. [l

On laisse au lecteur le soin d’énoncer les résultats analogues pour les matrices.

ExeEMPLE II1.2.23. Supposons que dimg(F) = 6 et que y, se décompose en facteurs
premiers comme
Xu(T) = (T = 1)(T = 2)(T* + T + 1)
Alors nécessairement,
o € {(T —1)(T =2)(T* + T +1),(T — 1)(T —2)(T? + T + 1)*}.
En effet, x, n’est pas scindé donc p,, non plus, et 1 et 2 doivent étre racines de p,,. On identifie
alors les seuls diviseurs de x, possibles.

ExeEMPLES 111.2.24. On laisse en exercice la preuve des faits suivants :
(1) Si A=0, alors pa(T) =T et xa(T) =T".
(2) Si A =1d,, alors pa(T) =T —1et xa(T) = (T —1)".

(3) Si
0 1
=loa )
alors xa(T) = pa(T) = T2
(4) Si
1 10
A=|01 0],
0 01

alors xA(T) = (T — 1)3. Nécessairement,
HAE {(T - 1)37 (T - 1)27 (T - 1)}
Comme A # Ids, on calcule (T — 1)2(A) = 0 et ua(T) = (T — 1)

EXERCICE II1.2.25. Soit A € M, (R). On peut également voir A comme un élément de
M,,(C). On dénote par AC Textension de A au corps des complexes. On va montrer que

XA = Xac et ppa = pyc.

(1) Montrer en revenant a la définition que x4 = x 4c.
(2
(3
(4

Montrer que fic € I c.

En déduire que pyc est a coefficients réels.

~— — ~— —

Conclure que g4 = piye.

On finit cette section par un théoréme fondamental qui donne une derniere caractérisation
des endomorphismes diagonalisables. On a besoin pour cela de la notion suivante :
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DEFINITION II1.2.26. Un polynéme p € K[T] est dit simplement scindé (sur K) si il est
scindé et n’admet que des racines simples. Autrement dit, il existe (Aq,...,\q) € K%, X\; # Aj
pour i # j, et a € K tels que

p(X) = all_; (X — \y).

THEOREME I11.2.27. Un endomorphisme u € Endg (FE) est diagonalisable si et seulement
st son polynome minimal ., est simplement scindé.

REMARQUE II1.2.28. Bien entendu on a la version matricielle de ce résultat : A € M, (K)
est diagonalisable si et seulement si 4 est simplement scindé.

On reporte la preuve de ce résultat a la Section 3.3, car sa démonstration (le sens réci-
proque) nécessite le “Lemme des noyaux” qui est I'objet de la section suivante.

3. Lemme des noyaux

Dans cette partie on étudie de maniere systématique le lien entre factorisation d’un poly-
nome annulateur de u et décomposition de E en somme directe.

3.1. Espaces stables et polynémes. On a déja rencontré la notion d’espace stable :

DEFINITION I11.3.1. Un sous-espace vectoriel F' ¢ E (resp. F' < K") est dit stable (ou
invariant) par u (resp. par A) si u(F) c F (resp. A- F c F)°.
PRroPOSITION II1.3.2. Soient u,v € Endg(FE). On suppose que u et v commutent, i.e.

uov =vou. Alors Im(v) et ker(v) sont stables par u.

DEMONSTRATION. Soit y € Im(v), y = v(z) pour z € E. Alors u(y) = v(u(z)) car u et v
commutent, et donc u(y) € Im(v).

Soit x € ker(v). Alors v(u(z)) = u(v(z)) = u(0) = 0 car uowvv = vou et v(x) = 0. D’ou
le résultat. O

Le corollaire suivant sera particulierement utile dans ce cours :

COROLLAIRE I11.3.3. Si v € K[u], Im(v) et ker(v) sont stables par u, et Im(u) et ker(u)
sont stables par v.

DEMONSTRATION. L’algebre K[u] est commutative, et le résultat se déduit de la propo-
sition précédente. O

EXEMPLE II1.3.4. Pour tout A € Spg(u), u et u — Aldg commutent, donc E) est stable
par u.

REMARQUE 1I1.3.5. Si F' < E est un sous-espace vectoriel stable par u, et si G est un
supplémentaire de F' dans E, dans la décomposition £ = F @ G, i.e. dans une base de E de
la forme Br U Bg ot Bp, B sont des bases de F' et (G, la matrice par bloc de u est de la

forme :
B C
0 D |’

La proposition suivante donne un premier lien entre la décomposition de E en sous-espaces
stables et la factorisation de ses polynomes annulateurs :

Si de plus G est stable par u, C' = 0.

5. La notation A - F signifie {A- X, X € F}.
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ProrosiTiON II1.3.6. Soit F' < E un sous-espace vectoriel stable par u. On pose up =
up € Endg (F) la restriction de u a F. Alors xy, divise Xy €t fy, divise fi,.

DEMONSTRATION. On fixe G un supplémentaire de F' dans F, ainsi que Bp et Bg des
bases de F' et G. On dispose alors d’'une base B = Bp u Br de E dans laquelle [u]g est
triangulaire supérieure par blocs :

] = [ B C } ’
0 D
avec B = [up]g, par construction. Le calcul par blocs donne
det(Tldg — u) = det(T1dgimry — B) - det(T1d,,_gim(ry — D),
d’ou xy, divise x,. Par récurrence sur k, on obtient la forme des matrices de u¥ dans B :

W= 5 e |

Donc pour tout polynéme p € K[T'],

et = | " o |

et si la matrice [p(u)]s est nulle, alors p(B) = 0. En particulier, p,(B) = 0, et comme
B = [up|g ., pup divise p, par minimalité. O

3.2. Le lemme des noyaux. On conseil au lecteur de relire la Section 3.4 du Chapitre
I avant d’étudier cette section.

THEOREME 111.3.7 (Lemme des noyaux). Soit p(T) = p,(T)py(T), ot (p, py, po) € K[T]3.
Alors

(1) On a
ker(pged(py, p2)(u)) = ker(py(u)) N ker(py(u)),
(2) Si de plus pged(py, py) = 1, alors
ker(p(u)) = ker(p; (u)) @ ker(py(u)),

(8) Si de plus pged(py, py) = 1, et p(u) =0, alors

(a) E se décompose en somme directe

E = ker(p; (u)) @ ker(py(u)),
(b) Les projecteurs E — ker(p;(u)), i = 1,2, sont des polynomes en u,
(¢) Im(p; (u)) = ker(py(u)) et Im(py(u)) = ker(p; (u)).

Le corollaire suivant sera la forme la plus utilisée de ce résultat :

COROLLAIRE 111.3.8. Soit p € I,, un polynome annulateur de w. Si p se décompose p(T) =
p1(T)...p(T), ot (py,...,ps) € K[T]® sont premiers entre euz 2 a 2, alors

E = @ker(p,(w)
=1

et les projecteurs E — ker(p;(u)) sont des polynomes en u.
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REMARQUE II1.3.9. Ainsi, le corollaire I11.3.8 s’applique a toute décomposition de x, ou
1y, en produit de facteurs premiers entre eux 2 a 2.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur s. Le cas s = 1 est impliqué par p € I,.
Supposons le résultat vrai au rang s € N* et montrons le au rang s + 1. On pose q := p; ... p;
de telle sorte que p = gp,, ;. Les polynomes q et p,,; sont premiers entre eux, et on peut
appliquer le lemme des noyaux :

E = ker(q(u)) @ ker(p,1(uw))-

De plus, les projecteurs sur ces deux espaces sont des polynéomes en u. L’espace F' := ker(q(u))
est stable par v et g annule par définition la restriction de u a cet espace. On peut alors
appliquer I'hypothese de récurrence a up = ujp, et on obtient la décomposition souhaitée
(notez que le point (1) du lemme des noyaux implique que ker(p;(u)) = ker(p;(ur)) pour
i # s+1). Comme la restriction de u & F' est donnée par la composition de u avec la projection
sur F', et comme cette projection est un polynéme en u, on obtient la forme polynomiale de
tous les projecteurs par récurrence également. O

DEMONSTRATION DU LEMME DES NOYAUX. On pose q := pged(py, py). Par le théoréme
de Bézout, on peut fixer (ay, az) € K[T]? tel que

(11) q = a1p; + azp;.

On va montrer le point (1) :

ker(q(u)) = ker(p;(u)) N ker(py(u)).
Par définition du pged, on peut fixer b; € K[T], ¢ = 1,2, tel que
pi = big.

Mais alors p;(u) = b;(u) o q(u) et ker(q(u)) < ker(p;(u)) n ker(py(u)). Réciproquement,
I'équation (11) donne q(u) = ai(u) o p;(u) + az(u) o py(u), d’ott on déduit que ker(p;(u)) N
ker(py(u)) < ker(q(u)).

On suppose désormais que pged(p;, ps) = 1, et 'équation (11) implique alors

(12) ldg = ai(u) o py(u) + az(u) o py(u),

avec (a1(u),az(u), p;(u), po(v)) € K[u]* qui commutent entre eux.
On peut alors montrer le point (2). Notez que par (1),

ker(p; (u)) N ker(py(u)) = ker(Idp) = {0z}

et donc ker(p;(u)) et ker(py(u)) sont en somme directe. Comme p = p;psy, on a ker(p;(u))
ker(p(u)), i = 1,2. Reste & montrer que

ker(p(u)) < ker(p (u)) + ker(py(u)).

On définit pour cela les endomorphismes :
p; = al(u) Opi(u)u (S {17 2}
Soit x € ker(p(u)). Alors par (12),

x = p1(z) + p2(x).
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De plus, pi(z) € ker(py(u)). En effet,
po(u) opi(z) = pa(u)oai(u)

[
jAY
&
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car x € ker(p(u)). De méme on démontre que pa(z) € ker(p;(u)), d’ou le résultat.
En addition on suppose maintenant que p est un polynéme annulateur de w. On va dé-
montrer le point (3). Par (2), comme p(u) = 0,

E = ker(p; (u)) @ ker(py(u)).
On rappelle ’équation (12) :
Idg = p1 + p2.
Comme p(u) = 0, on a également
piopz =0,
ce qui implique par la Proposition 1.3.34 que p; et p2, sont des projecteurs et que

E =Im(p;) ® Im(p2).

On a déja vu dans la preuve de (2) que Im(p1) < ker(py(u)). Pour l'inclusion inverse, si
po(u)(w) = 0, alors pa(x) = 0 et on a z = p1(x) € Im(p1). Les projecteurs sur les espaces
ker(p;(u)) et ker(p,y(u)) sont donc les applications py et p; qui sont bien des polynémes en
u.

Pour conclure, il reste & montrer que ker(py(u)) = Im(p;(u)). On a clairement par défi-
nition de p; que ker(py(u)) = Im(p1) < Im(p; (u)). La réciproque s’obtient alors simplement
du fait que py(u) o p;(u) = p(u) = 0. O

REMARQUE III.3.10. Pour mettre en pratique le lemme des noyaux, si p est un polynéme
annulateur de u, on procede ainsi :

(1) On commence par factoriser p = p; ...p, en produit de polynémes deux & deux pre-
miers entre eux, avec pour tout ¢, p; une puissance d’un polynome irréductible.

(2) On décompose en éléments simples

ou q; := p/p; est le quotient de p par p;.
(3) On a alors

T
Idg = ) pi,
=1

avec p; = a;(u)oq;(u). On peut alors vérifier que les (p;)1<i<r sont bien les projecteurs
associés a la décomposition du lemme des noyaux

E = @ker(p;(w).

i=1
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Bien évidement, plus le polynome annulateur est de petit degré, et plus les calculs sont aisés.
En pratique, on sait toujours calculer le polynéme caractéristique. Le polynéme minimal sera
un diviseur de ce polynome, et si on peut l'identifier, lui appliquer le lemme des noyaux sera
bien plus simple.

On va illustrer la méthode décrite dans la remarque précédente par un exemple.

EXEMPLE I11.3.11. Soit u : R? — R? défini par

2 -2 4
[U]peay =A=1| 2 —3 2 |eM(R),
2 1 —4

On a déja calculé le polynéme caractéristique de cette matrice (Exemple 11.3.9) :
xA(T) = (T + 1)(T + 2)°.

Ici on décompose x4 = pyps ot pa(T) = (T + 1) et po(T) = (T + 2)2. La décomposition en
éléments simples (théorique) de x%x est de la forme

1 ai (T) b1 (T) bg (T)

(T
R A s Tl e Ay

ou q est la partie entiere, deg(a1) < deg(T + 1) et deg(h;) < deg(T" + 2). Bien entendu, la
partie entiere est nulle, a;, by et by sont des constantes, et on peut mettre les derniers termes
sur le méme dénominateur pour obtenir l'existence de az(7") € Ry[T'] tel que
1 a (T as(T
1 _al) ()

xa T+1 (T+2)7%

On peut obtenir les coefficients par identification, et on trouve

1 1 1 T+1
xa 3\(T+1) (T'+232)°
On multiplie par x4 et on évalue en A :
1
Idg = = ((A+21d3)® — (A+1d)?) .
D’apres le lemme des noyaux,
R3 = ker(A + Id) @ ker((A + 2Id3)?)

et les projecteurs sont donnés par :

R? —  ker(A +1d)
X 1(A +21d3)2X

!

et
R? — ker((A + 2Id)?)
X - —3(A+1d)2X.

On peut calculer directement ces projecteurs a 'aide du calcul matriciel. On reviendra sur
cet exemple a la section suivante.
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3.3. Retour sur la diagonalisation. On fini ce chapitre par la preuve du Théoreme
I11.2.27. On rappelle son énoncé :

THEOREME I11.3.12. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable,
(ii) p, est simplement scindé.

DEMONSTRATION. Supposons u diagonalisable. On pose

p(T) = xespy (u) (T — A).-
On sait que u, et donc p,, est scindé, et que de plus les valeurs propres de u sont les racines
de pi,. Donc p divise pu,. D’autre part, p(u) = 0. En effet, comme u est diagonalisable,

E= C—D E)\a
AESpi (u)
et il suffit de montrer que pour tout A € Spg(u) et tout x € Ey, p(u)(z) = 0. Mais si x € Ej,
(T — MNdg)(u)(z) = u(z) — Az = 0. On a bien p € I, et donc p,, divise p. Comme p et p,, sont
unitaires, ils sont égaux et pu, est simplement scindé.
Pour la réciproque, supposons i, simplement scindé. On a alors

MU(T) = H)\ESpK(u) (T - )‘)
car les racines de p,, sont exactement les valeurs propres de u. Comme les (T'—\), A € Spg (u),
sont deux a deux premiers entre eux, le lemme des noyaux permet de conclure :
E= @ ker(u— Adg).
AESPg (u)
]

COROLLAIRE I11.3.13. Un endomorphisme u € Endg (F) est diagonalisable si et seulement
st 1l annule un polynome simplement scindé sur K.

DEMONSTRATION. Si u est diagonalisable il annule j, qui est simplement scindé par le
théoreme précédent. Réciproquement, si I, contient un polynéme simplement scindé p, par
définition p,, divise p et est donc lui-méme simplement scindé. Le théoréeme précédent implique
alors que u est diagonalisable. O

Avec la Proposition I11.3.6 on en déduit :

COROLLAIRE II1.3.14. Supposons u diagonalisable. Alors la restriction de u a tout sous-
espace vectoriel stable par u est diagonalisable.

EXEMPLE II1.3.15. On revient sur I’exemple

2 -2 4
[u]gcan =A= 2 -3 2 € Mg(R)
-2 1 -4

On a vu (Exemple I1.3.9) que A était diagonalisable®. Son polynéme minimal est donc sim-
plement scindé et égal a

1a(T) = (T +1)(T +2).

6. Notez que pour prouver que A est diagonalisable nous n’avons pas besoin de calculer une base de vecteurs
propres. Pour cet exemple il était facile de remarquer que pour toute valeur propre A on avait dim(Ey) =
mult(X, x4).
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On procede alors a la décomposition en éléments simples de son inverse :
1 1
po(T)  T+1 T+2

ce qui donne
Ids = (A + 21d3) — (A + Idg)
D’apres le lemme des noyaux,
R3 = ker(A + Id) @ ker(A + 21d3)
et les projecteurs sont donnés par :
p.1: R3 —  ker(A+1d)
X — (A+2ld3)X

et
p2: R — ker((A+2Id))
X — —(A+Id)X.

On calcul aisément

4 -2 4
[p_l]Bcan = 2 _1 2
-2 1 =2
et
-3 2 -4
[p_Q]Bcan = _2 2 _2
2 -1 3

On en déduit une base de vecteurs propres de u, car pour A € Spx(u), Im(py) = E), et
I'image de py est engendrée par les vecteurs colonnes de la matrice [py]s,,,. Ainsi, E_; =
Vect {(2,1,—1)} et E_o = Vect {(—3,—2,2),(2,2,—1)}. On a alors, si on pose
2 -3 2
P=| 1 —2 2 |,
-1 2 -1
P1AP = Diag(—1,-2,-2).

EXERCICE II1.3.16. Soit

5 —1 -1
B=| 0 6 3 |eMsR).
—2 —2 1

(1) Montrer que
x5(T) = (T = 3)X(T - 6).
(2) En déduire
R? = ker((B — 31d3)?) @ ker(B — 61d3).
(3) Déterminer les projecteurs associés a cette décomposition.
(4) En déduire une base de ker((B — 3Id3)?) et de ker(B — 6Id3).

EXERCICE I11.3.17. Soit A € M,,(C). Montrer que s'il existe k € N tel que A* = Id,,, alors
A est diagonalisable.



Chapitre IV

Réduction de Jordan et décomposition de Dunford

Comme on I’a vu dans les chapitres précédents, un endomorphisme n’est pas forcément
diagonalisable. Il est pour cela nécessaire et suffisant que son polyndéme minimal soit sim-
plement scindé. Cela dit, sur C (ou sur K algébriquement clos), tout endomorphisme est
scindé, et ceci implique que tout endomorphisme est trigonalisable. On va étudier dans ce
chapitre les endomorphismes trigonalisables. On verra en particulier la forme de Jordan et la
décomposition de Dunford pour ces endomorphismes.

On conserve les notations : E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, u € Endg (F)
et A e M, (K).

1. Espaces caractéristiques

On commence par étudier une décomposition de F en “sous-espaces caractéristiques” in-
duite par le lemme des noyaux.

DEFINITION IV.1.1. Soit A € Spg(u) (resp. A € Spk(A)). On appelle espace caractéristique
associé a A le sous-espace vectoriel F\ c E (resp. F, ¢ K") défini par

Fy = | ker(u — Aldp)’
j=0
(resp. (U5 ker(A — Ald,,)7).

Ainsi, par définition, on a pour tout A € Spy (u)

{0} c E\c F\ c E.
LEMME IV.1.2. Soit f € Endg(E). Alors pour tout j € N,

ker(f7) c ker(fIt1h).
DEMONSTRATION. Si z € ker f7, on calcule f/*!(z) = f(f/(z)) = f(0) = 0. O
On déduit de ce lemme appliqué a f = u — Aldg :

{0} c ker(u — Mdg) < ... < ker(u — Mldg)! < ker(u — Mldg)' ™ ... c E.
PROPOSITION IV.1.3. Soit A € Spg(E). On pose my := mult(A, y,). On a alors
(1) ker(u — Mldg)™ ! C ker(u — Aldg)™,

(2) ¥j = mjy, ker(u — Aldg)? = ker(u — Aldg)™*.

En conclusion,
F\ = ker(u — \Idg)™.

On dit que la suite d’espaces ker(u — Aldg)’ stationne a partir du rang my. On montrera
dans la prochaine section que pour j < my — 1, on a

ker(u — Mdg)? C ker(u — ANdg)/ ™.

65
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DEMONSTRATION. On applique le lemme des noyaux a
pu(T) = (T = A)"™ f(T)
ou f(T') et (T'— \) sont premiers entre eux. On obtient :
(13) E = ker(u — Aldg)™ @ ker(f(u)).

Pour montrer (1), on sait que ker(u — Aldg)™ ! = (u — Aldg)™*. Supposons par 1'absurde
que ker(u—Adg)™ ! = ker(u—Aldg)™*. On obtient alors (T—\)™ ~! f(T') est un polynome
annulateur de u, ce qui contredit la minimalité de .. En effet, si x € FE s’écrit x = y + z dans
la décomposition (13)

(=m0 fw)@) = (u—N™o f(u)(y) + (u—N™" o f(u)(2)
= f(w)o (u— N (y) + (u— ™o flu)(z)
0+4+0

car f(u), (u — Aldg) € K[u] commutent. .
Pour le point (2), on remarque que si j = my, le polynéme (T — X)? f(T") annule u. Du
lemme des noyaux on déduit une autre décomposition de F :

E =ker(u — Mdg)? @ ker(f(u)),

et donc dim(ker(u — Mdg)’) = dim(ker(u — Aldg)™*), d’o légalité des espaces car ker(u —
Mdg)™ < ker(u — Ndg)?. O

COROLLAIRE IV.1.4. Un endomorphisme scindé u € Endg(F) est diagonalisable si et
seulement si pour tout A € Spg(FE), E) = F).

DEMONSTRATION. Sous ces hypotheses, u est diagonalisable si et seulement si p, est
simplement scindé, si et seulement si pour tout A € Spx(u), my = 1. D’ou le résultat. O

THEOREME IV.1.5. Soit A € Spg(E). On pose my := mult(A, p,,) et ny = mult(A, xu)-
Alors

dim(F)) = ny.
DEMONSTRATION. On utilise la décomposition (13) de la proposition précédente :
E =ker(u — Aldg)™ @ker(f(u)) = F\ @ ker(f(u))

ou pu—(T —N)™ f, f(X\) # 0 et ou les espaces F) et ker(f(u)) sont stables par u (ce sont des
noyaux de polynémes en u). Dans une base adaptée a cette décomposition (notez que ug,
est trigonalisable car scindé), la matrice de u prend la forme

V]

ot B € M,,_gim(r,)(K) et Ay € Mgin(r,)(K) qui représente u|p, est triangulaire supérieure
avec uniquement A sur la diagonale. On en déduit le polynéme caractéristique :

Xu(T) = xay(D)x5(T) = (T = NPV xp(T).

D’autre part f(7T') annule la restriction de u & ker(f(u)) donc les racines de xp sont des zéros
de f. Comme f(A) # 0, A n’est pas racine de xp et donc ny = mult(}\, x,) = dim(F)). O
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Pour résumer la situation, si u est scindé, ce qui est toujours le cas sur C, on peut écrire
pu(T) = H)\eSpK(u) (T =)™,
Xu(T) = Maegpy () (T — A)™,
et on a pour tout A € Spg(u), my < ny,

E= @ F\=ker(u—Ndg)™
AESPg (u)

dlm(F/\) =N\
Par ailleurs les F)\ sont stables par u, donc dans une base de la forme B = AeSpy (1) By, ou
B est une base de F), on a

Ay, 0 ... 0
0o A 0
[ulg = | A2
: o . 0
0 ... 0 A

ot Ay = [u|pa]s,- Enfin, uy := u|p, est trigonalisable (il annule (7' — A\)™* qui est scindé) et
on peut choisir une base By dans laquelle Ay soit triangulaire supérieure :

A ox L. %
Ay = 0 A *

S0 . ox

0 ... 0 X\

Si on pose f := (u— Ad E)| Fyy ona f™ = 0. Afin de déterminer une forme spécifique pour
Ay, on est donc amené & étudier des endomorphismes qui annule X™, m € N*,

2. Endomorphismes nilpotents

DEFINITION IV.2.1. On dit que u (resp. A) est nilpotent (resp. nilpotente) d’indice m si
u™ =0et u™ !t #0 (resp. A™ =0et A" £ 0).

REMARQUE 1V.2.2. Un endomorphisme est donc nilpotent d’indice m € N* si T™ est son
polynéme minimal. Il est alors scindé et sa seule valeur propre est 0. De plus, u est nilpotent
si et seulement si v =0 (ou n = dim(E)).

On énonce le résultat suivant pour un endomorphisme. On laisse au lecteur le soin de le
formuler dans le cas des matrices.

PROPOSITION 1V.2.3. Soit v € Endk(E) un endomorphisme nilpotent d’indice m. Alors
la suite (ker(v?)) ens est croissante pour linclusion, strictement croissante de 0 a m puis
stationnaire a E.

DEMONSTRATION. On sait déja d’apres la section précédente que cette suite d’espaces
est croissante et stationne & E, ainsi que ker(v™ 1) C kerv™. Reste & montrer qu’elle est
strictement croissante pour j < m — 1.

Supposons alors que ker v/ = kerv/*! ot j < m — 2. On a alors v 7~ 1(E) < kerv/*! =
ker vJ. Mais alors 7" ~! annule u, ce qui est absurde. ]
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REMARQUE IV.2.4. Notons les faits suivants :

(1) Une matrice A € M,,(K) est nilpotente si et seulement si A est semblable & une matrice
triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale.

(2) Si v est nilpotent d’indice m,
{0} Ckerv C ... Ckerv/ C ... Ckerv™ = E.
La matrice nilpotente par excellence est la suivante :

DEFINITION IV.2.5. On définit le bloc de Jordan principal .J,,,, m € N*, par

0 1 0 ... 07
O 0 1 0
I = : o0 | e M (K).
: o1
| 0 ... ... ... 0 ]

ProrosSITION IV.2.6. Le bloc de Jordan principal est une matrice nilpotente d’indice m.

DEMONSTRATION. Un calcul direct montre que

0
0 Jm—l
‘]T2n = . )
0 . 0
et une récurrence permet de conclure. O

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME IV.2.7. Soit v € Endg(E) un endomorphisme nilpotent d’indice m. Alors il
existe (my,...,ms) € (N*)* tel que mi +...+ms =n et m = max{my,...,ms}, ainsi qu’une
base B de E telle que

[v]z = Diag(Jmys-- s JImy)-

EXEMPLE IV.2.8. Donner la matrice Diag(Js, J1, J3).
DEMONSTRATION. On montre le résultat par récurrence sur la dimension de E.
Soit x € E tel que v () # 0. On peut vérifier que la famille

Bri— ("L (a),..., (), 2}

est libre. De plus, le sous-espace F' < E de E engendré par cette famille est stable par
u. Supposons trouvé un supplémentaire G a F stable par u. Alors dans la décomposition

E=F®G, on aura
Jn O
o= | 5L
olt B est une base du type Br U B. On peut alors appliquer I'hypothese de récurrence a v|g
et conclure.
Reste donc a montrer I'existence de G. Pour cela on peut passer au dual V. Soit ¢ € EY
telle que ¢(v™ 1(z)) # 0. On définit cette fois-ci

BG = {¢Ovm_17"'>¢ov7¢}a
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et on vérifie de la méme maniere que c’est une famille libre de EY. On pose alors G I'orthogonal
de Vect (Bg). Comme Vect B est stable par v*, G est stable par v. De plus, la dimension de
G est égale a la dimension de E moins celle de F'. Reste donc & montrer que F' n G = {0}, ce
qui peut étre vérifié directement. O

REMARQUE IV.2.9. La forme donnée dans le théoreme ci-dessus est unique a permutation
des blocs pres. En effet, par le point (2) de la Remarque IV.2.4, si I'on pose d; := dim(ker v?),
on remarque que d; — dj_1 est le nombre de blocs de Jordan de la forme J; avec | > j qui
apparaissent dans 1’écriture Diag(Jy,,, ..., Jm,). Ces blocs de Jordan sont donc uniquement
déterminés par les dimensions des espaces ker v/, et donc par v.

EXERCICE IV.2.10. Soit

A=

O OO
OO =
O =

(1) Montrer que A est nilpotente d’indice 3.
(2) Montrer qu’il n’existe pas de matrice B € M3(R) avec B2 = A.

EXERCICE IV.2.11. Soit A € My(R) une matrice nilpotente. Montrer que A est semblable
a 'une des matrices suivantes :

0000 0100 0100 0100 0100
0000 0000 0 00O 0010 0 010
oo0oo0oo0oj)’fooooyp’fooo1)’foooo0oj|’fooo1
0000 0000 0 00O 0 00O 0 00O

3. Réduction de Jordan
Des deux sections précédentes on déduit le résultat suivant :

THEOREME IV.3.1 (Réduction de Jordan). Soit u € Endg (FE) scindé sur K. On pose
VA € Spk(u), Fy = ker(u — Aldg)™*,

ot my = mult(\, py,). Alors, pour tout A € Spg(u), il existe une base By de Fy (de cardinal
mult(A, xu)) telle que dans B := jegp, (u) Ba on ait

[U]B = Diag(JM,mh#la ) JAhm,\l,sl ’ J)\Q»mAQ,N M J>\27mA2,s27 N JAT7m>\Tw5‘r)7
ot pour tout (A,i) e K x N, Jy; := Ald; + J;.

REMARQUE IV.3.2. Les blocs du type J) ; sont appelés blocs de Jordan. La décomposition
en blocs de Jordan est unique a permutation des blocs pres.

Ainsi, sur C, toute matrice A est semblable a une matrice diagonale par blocs ou tous
les blocs sont des blocs de Jordan. De plus, cette forme diagonale par blocs est unique a
permutation des blocs pres. On obtient alors une description des “classes de similitudes” des
matrices de M, (C) (i.e. des classes d’équivalence sous la relation A ~ B si A et B sont
semblables).

En pratique, la méthode pour déterminer la “forme de Jordan” d’une matrice A (c’est
a dire déterminer P € GL(K) telle que P~'AP soit diagonale par blocs de Jordan) est la
suivante :

(1) Déterminer le polynéme minimal de A,
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(2) Décomposer ce polynéme en produit de facteurs premiers entre eux deux a deux de
type (T'— A)™,

(3) Pour chacun des F = ker(A — Ald,)™*, procéder de la facon suivante (on note d; =

dim(ker(A — Md,)?) :
(a) Déterminer une famille libre Fy de 9, := dpp, — dm,—1 vecteurs {z1,..., $5m} de
ker(A — \Id,,)™\ ker(A — Ald,,)™ L.
(b) On applique (A — Mldg) & cette famille, puis on compleéte
{(A—Aldp)21, ..., (A= Aldn)zs,,,, }
en une famille libre F3 de d,,, —1 — din, —2 vecteurs de
ker(A — Ald,,)™\ ker(A — Ad,,)"™ L.

(c) On itére ce procédé, jusqu’a obtenir ainsi une base de F)\ en prenant la réunion :
u:-i*liﬂ. Dans cette base on obtient la forme de Jordan désirée.

EXERCICE IV.3.3. Donner la forme de Jordan de la matrice
-2 2 -4 9
-2 2 -3 6
1 -1 2 -3
0 0 0 1

A=

SoLuTION IV.3.4. On commence par calculer
xa(T) =T(T - 1)°.
Le lemme des noyaux donne
R'=FO®F

ou F) est l'espace caractéristique associé a la valeur propre A, de dimension ny = mult(\, x4).
On en déduit que A est semblable a 'une des matrices suivantes selon la valeur de m; =
mult(1, z4) :

1 000 1 00 0 1100
_,. 0100 _,. |01 10 . |01 10
m=ttoo 10T o010 |7 0010
0000 0000 0000
Il s’agit alors d’identifier m;. On calcule
-3 2 -4 9
-2 1 -3 6
A-lde=1 1 4 1 3|
0 0 0 0

et on vérifie que dim(ker(A — Idy)) = 2 < dim(F}), donc m; = 2 (car A n’est pas diagonali-
sable). On calcul alors

-3

-3

O ?

0

(A —1dy)? =

OO ==
o O OO
O O NN
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de rang 1, et donc de noyau de dimension 3 = dim(F}). On a donc F; = ker((A — Id4)?) et
m1 = 2. Pour déterminer une matrice de changement de base P, on commence par déterminer
Ey = Vect {vg = (1,1,0,0)},
puis
Ey = {(—22 4 3t,—2,2,t), (2,t) € R?}.
On choisit alors v3 € ker((A — Idy)?)\ker(A — Id,), par exemple vz = (1,0,1,1), on pose
vg = (A —1Ids)vs = (2,1,—1,0), et enfin on complete {va} en une base de ker(A — Id4) par

v1 = (3,0,0,1). On a alors une base B = {v1,...,v4} et une matrice P = PBCM :
3 2 1 1
0 1 01
P=1lo 110
1 0 10
telles que
1 000
_ 01 10
1 _
PrAP = 0 010
0 0 0O
EXERCICE IV.3.5. Montrer que si A € M,,(C), alors A est semblable & sa transposée.

4. Décomposition de Dunford

Apres avoir déterminé les classes de similitudes des matrices a ’aide de la réduction de
Jordan, nous allons nous intéresser a une autre décomposition utile, celle de Dunford. Ici,
nous n’allons pas chercher une nouvelle base, mais décomposer directement la matrice (ou
I’endomorphisme) de départ.

On utilisera les deux lemmes suivants :

LEMME IV .4.1. Soient (u,v) € Endg(F) deuz endomorphismes diagonalisables qui com-
mutent. Alors u et v sont simultanément diagonalisables.

DEMONSTRATION. Comme u est diagonalisable,

E = C—D E)\a

AESPg (u)

ou E) = ker(u — Aldg). De plus, pour tout A € Spg(u), E) est stable par v car u et v
commutent. La restriction de v & F) est encore diagonalisable (son polynéme minimal divise
celui de v qui est simplement scindé par hypothese). Si pour tout A € Spg(u) on fixe une base
B de E qui rend [v|5,] diagonale, on obtient une base B = Jcgp, () Ba dans laquelle [u]z
et [v]p sont diagonales. O

REMARQUE 1V.4.2. Notez que ce lemme implique que la somme de deux endomorphismes
diagonalisables qui commutent est diagonalisable. En effet, il suffit de considérer une base dans
laquelle les deux endomorphismes en question sont représentés par des matrices diagonales,
la somme de ces matrices est encore diagonale.

LEMME IV .4.3. Soient (u,v) € Endg(E) deux endomorphismes nilpotents qui commutent.
Alors u + v est nilpotent.
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DEMONSTRATION. Comme u et v commutent, la formule du binéme de Newton est va-
lable. On pose alors m le maximum des indices de nilpotence de u et v, et on calcule

2m B (2m i, 2m—i
(u+v) =Z o uto =0

; i
=0
car pour i = m, u' = 0, et pour i < m, vt =M — (), ]

THEOREME IV.4.4 (Décomposition de Dunford). Soit u € Endg(FE) un endomorphisme
scindé. Alors il existe un unique couple (d,v) tel que

(i) d est diagonalisable et v nilpotent,

(ii) d et v commutent,

(iii) u = d +v.
De plus, si E = @)\ESpK(E) F) est la décomposition de E en sous-espaces caractéristiques de
u, et (mx 1 B — F\)xespy(u) les projections associées alors

(14) d= ) m

(15) v=u—d= Z (u— Aldg) oy
€SPk (u)

et v est nilpotent d’indice max{mult(\, u,), A € Spg(u)}.
Bien entendu, cet énoncé (et les deux précédents) admettent des versions matricielles.

REMARQUE IV.4.5. Notons que la réciproque de ce résultat est vrai et plus facile a voir :
s’il existe un couple (d,v) € Endg(FE) qui vérifie les points (i) — (i7) du Théoreme IV.4.4,
alors u est scindé.

DEMONSTRATION. Pour prouver l'existence, on pose d et v comme dans 1’énoncé (i.e.
définis par les formules (14) et (15)). Notez que 7y est un polynéme en u par le lemme des
noyaux, donc (v,d) € K[u]?, et v et d commutent, ce qui prouve (ii). Le point (iii) est claire
par construction. Pour (7), d est diagonalisable car somme d’endomorphismes diagonalisables
qui commutent deux & deux (my, 0 my, = ™, 0Ty, = 0). Enfin, v est bien nilpotent d’indice
m = max{mult(\, 11,,), A € Spg(u)}. En effet, comme pour tout (A, A1, A2) € Spg (u)?,

— T\, O Ty =0 si /\1 ?é)\g,

— 7[-%\ =Tx,

— T\ € K[u],
on a

o™ = Z (u— Aldg)™ o my.
AEeSPg (u)

Comme pour tout A € Spg(u), (u — ANdg)™ o 7y est la restriction de (u — AIdg)™ & F), et
comme m = mult(A, ), (v — AIdg)™ oy = 0. D’ou v™ = 0.

Enfin, pour I'unicité, si (v/,d’) est un autre couple qui vérifie (¢) — (iii), on constate que v’
commute & (v' +d') (v' et d’ commutent), donc commute avec u et donc avec tout polynoéme
en u. D’ou v/ commute avec v. De méme d’ commute avec d. Mais alors

d+v=d+
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implique d —d’ = v' —v. Comme ces endomorphismes commutent, par le Lemme IV.4.3 v/ — v
est nilpotent et par le Lemme IV.4.1 d — d’ est diagonalisable. Un endomorphisme & la fois
diagonalisable et nilpotent est nul, d’ott d = d’ et v = v'. O

REMARQUE 1V.4.6. Attention & bien vérifier que les deux endomorphismes obtenus com-
mutent. Etudiez ’exemple suivant :
1 2
A= [ L2 ] |

10 0 2
o=l 5| v=o )

D est diagonale et N nilpotente. Cependant ce n’est pas la décomposition de Dunford de A :
DN # ND. Il est clair que A est diagonalisable (son polynome caractéristique est simplement
scindé), donc sa décomposition de Dunford est simplement A = A + 0, et ici la matrice nulle
joue le role de la partie nilpotente.

Alors A= D + N, ou

EXERCICE IV.4.7. Déterminer la décomposition de Dunford de la matrice

5 -1 -1
A= 0 6 3
-2 =2 1

SOLUTION IV.4.8. On calcul
xa(T) = (T — 3)*(T — 6).

La dimension de ker(A—3Id3) = 1, on a donc E3 # F3 (car F3 est de dimension mult(3, y4) =
2) et A n’est pas diagonalisable. On cherche alors une décomposition de Dunford, et pour cela
il nous faut les projecteurs 7y sur les espaces caractéristiques Fy. On sait que pa(T) = xa(7T)
(car A n’est pas diagonalisable donc pa(T) # (T — 3)(T — 6)). On calcul alors

1 1( 1 T )

xa(l) — 9'T—6 (T-3)2
Dela on a
Id; = %(A — 3Id3)? — éA(A — 61d3),
d’ott
g = %(A — 3Id3)?
et

T3 = —éA(A — 61d3).

On calcul alors (noter qu’ici mg = Ids — 73, ce qui simplifie les calculs)

A2
D=37T3+67T6=6Id3—371'3=6Id3—2A+?

et donc
5 -1 -1
D=| -2 4 1
0 0 3
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est diagonalisable,

0 0 0
N=A-D= 2 2 2
-2 -2 =2

est nilpotente, et A = D + N est la décomposition de Dunford de A.



Chapitre V

Applications

On va mettre en pratique les résultats des chapitres précédents. Dans ce chapitre on
suppose que K = R ou C.

1. Puissances et exponentielle de matrices

Soit A € M,,(C).

1.1. Puissances. On est intéressé par le calcul de A™ pour m € N*. Notons que le
nombre d’opérations nécessaires pour calculer naivement le produit AB de deux matrices
carrées A et B de taille n est de n® produits et n?(n — 1) sommes de complexes. Le calcul de
A™ nécessiterait donc (m — 1)n3 produits et (m — 1)(n — 1)n? sommes. On va voir ici deux
méthodes qui simplifient les calculs.

Méthode 1 :

On peut utiliser la division euclidienne de 7™ par un polynéme annulateur de A,
par exemple x4(T) ou pa(T). Idéalement, on choisira un polynéme annulateur de
petit degré pour simplifier la division euclidienne. Par exemple, on effectue la division
euclidienne de T par p4(7T) : il existe un couple (q,r) € C[T] tel que

T — §(T)a(T) + H(T)

avec deg(r) < deg(ua). Notez que pour calculer r, on peut évaluer en les valeurs
propres ; pour tout A € Spc(A),

AT = q(AN)pa(X) +r(X) = ().

Si toutes les valeurs propres sont distinctes, on obtient autant d’équations (§Spc(4) =
deg(ua) équations) que d’inconnues (nombre de coefficients inconnus de r est au plus
deg(r) + 1 < deg(p4)). On peut alors identifier r par résolution d’un systéme linéaire.
Si pa dispose de racines multiples, on peut dériver 'équation T = q(T)pua(T') + r(T")
par rapport a T et évaluer en ces valeurs propres. Par exemple, si A est valeur propre
double, on a

mA" T = (Npa(X) + g pa () +1'(N) =1'(N)

car p1A(A) = p/4(A) = 0 comme X est valeur propre double. On obtient de la méme facon
autant d’équations que d’inconnues, et on peut déterminer r a partir de la connaissance
des puissances des valeurs propres.

Le calcul de puissance pour A donne alors :
A™ = q(A)pa(A) + r(A) = r(A)

car p4 est un polynéome annulateur. Si m > deg(pa) les puissances de matrices a
calculer dans r(A) sont inférieures a m, et on obtient un calcul plus simple (modulo le
calcul de p4 et de ses racines les valeurs propres).

75
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Méthode 2 : Supposons que 'on dispose de la décomposition de Dunford pour A : A = D+ N
avec DN = N D, D diagonalisable et N nilpotente d’indice p. On commence alors par
diagonaliser D : il existe P € GL,(C) telle que P~'!DP = A, ot A = Diag(\1,...,\n)
est diagonale et les ()\;) sont les valeurs propres de D (et A). On a alors, en posant
N' =P~ INP

A™ = (D+ N)™

(P(P7'DP + P7INP)P~H™

= P(A+ N")ymp-!
= PYL(P)arnm

Ici, le binome de Newton peut étre utilisé car A et N’ commutent comme D et N

commutent. Dans ce binéme, les puissance de A sont facilement calculées :

A' = Diag(A], ..., A,).
Comme N est nilpotente d’indice p, N’ I'est aussi, et seule les p—1 premieres puissances
de N’ interviennent.

1.2. Exponentielle de matrices. On va définir exp(A), qui sera utilisée dans la section
suivante pour résoudre des systémes linéaires d’équations différentielles. La formule est la
suivante : .

0 Ak p Ak
exp(4) = }, 5 = lim > 77 € Ma(0),
k=0 k=0
On admet le résultat suivant (notez que l'existence, et méme le sens, de la limite ci-dessus
n’est pas évident) :

THEOREME V.1.1. L’exponentielle de matrice est bien définie.

On va voir comment calculer cette exponentielle en pratique, ainsi que quelques unes de
ses propriétés.

EXEMPLES V.1.2. Si A = Diag(A1,...,An),
exp(A) = Diag(eM, ..., eM).

Si A est nilpotente d’indice m,

AQ Am—1
A)=Idy + A+ —+... + ——.
exp(4) = Id, 21 (m—1)!
Si A est triangulaire supérieure de la forme
A1 ® * *
0 )\2 * *
A=1| .
N t. T *
0 ... 0 X\,
alors exp(A) est triangulaire supérieure de la forme
eM * * *
0 e = *
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LEMME V.1.3. Pour tout P € GL,(C),
exp(P 'AP) = Pt exp(A)P.
DEMONSTRATION. Pour tout k € N*,
(P71AP)k = p~tAkP.

On en déduit que pour les sommes partielles :
p -1 k p k
P~ AP A
> LTAPY_ pr > =P

Le résultat suit par passage a la limite (on admet ce point). ]

REMARQUE V.1.4. Ce lemme permet de définir 'exponentielle d’un endomorphisme a
I’aide de sa représentation matricielle.

COROLLAIRE V.1.5. Soit A € M,,(C), alors exp(A) est inversible, et
det(exp(A)) = "),

DEMONSTRATION. La matrice A est trigonalisable : il existe P € GL,(C) telle que

A1 o* * ®
0 AQ * *
pPltAP=B:=| . | |
: .. .. *
0 ... 0 X\,
Le lemme précédent donne
eM * * *
0 e = *
exp(A) = Pexp(B)P' =P | . pPL
. ‘. . %k
0 0 e

On en déduit "
det(exp(A)) = TI"_ et = exp( Z
On en déduit que exp(A) est inversible. De plus, comme tr(A) =tr(B) = X", A\, le résultat
suit. ([l
On admet le résultat suivant :
THEOREME V.1.6. Soit (A, B) € M,,(C)2. On suppose A et B commutent. Alors
exp(A) exp(B) = exp(A + B) = exp(B) exp(A).

REMARQUE V.1.7. Attention, le résultat n’est pas vrai en général si A et B ne commutent

pas. Ainsi, pour
0 1 0 0
=loo]o-l10)

A et B ne commutent pas et exp(A) exp(B) # exp(B) exp(A).
COROLLAIRE V.1.8. Soit A e M,(C). Alors
exp(A)~! = exp(—A).
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On a également le corollaire suivant qui permet de calculer en pratique une exponentielle
de matrice a l'aide de la décomposition de Dunford :

COROLLAIRE V.1.9. Soit A= D + N la décomposition de Dunford de A, ou DN = ND,
D diagonalisable et N nilpotente d’indice m. Alors

m—1 nrj
exp(4) = exp(D)( Y -
I

).

Dans la formule ci-dessus, on calcule exp(D) en déterminant P € GL,,(C) telle que
P7'DP = Diag(A1,..., \n),
et on obtient
exp(D) = PDiag(e™, ..., eM)P~L.
2. Suites récurrentes linéaires

DEFINITION V.2.1. On appelle suite récurrente linéaire d’ordre n toute suite (3 )rey € KN
définie par une “relation de récurrence linéaire” de la forme :

(16) VkeN, xpip = @p_1Tp_14+% + ... + aoxk
ou (ag,...,an—1) € K" est fixé.
Une telle suite est donc entierement déterminée par la donnée de (zo,...,x,—1) € K" et

de la relation de récurrence linéaire.

EXEMPLES V.2.2. Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1 sont les suites géométriques.
La suite de Fibonacci, définie par fo = 0, f1 = 1, fr42 = fn+1 + fn est une suite récurrente
linéaire d’ordre 2.

On va se ramener & une présentation matricielle. On fixe (xf)ren une telle suite et on pose

[ oz ] T 9 ] - 0 1 0o ... 0 7
Tk+1 Tl 0 1
VE>1, X, = : , Xo = : L A= S
: : 0 0 1
L Lk+n—1 | Tp—1 | ap a1 ... ... ap—1 |

On remarque alors que (z)gen est déterminée par
Vk =20, Xpi1 = AXg
et donc
Vk =0, X;, = A" X,.
On peut alors déterminer (xj)reny via un calcul de puissances de matrice comme dans la

Section 1.1 de ce chapitre.

REMARQUE V.2.3. On peut démontrer que 'espace 8 des suites définies par la relation
(16) est un K-espace vectoriel de dimension n. Si on pose

u KN — KN
(Zk)ken =  (Tk+1)keN
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et
p(T)=T"— apn 1T ' — ... —ayT — ap
on remarque que
8 = ker(p(u)).

On peut alors déterminer une base de 8 on décomposant p en produit de facteurs deux a deux
premiers entre eux. En effet, si p = II_; (7" — ;)™ est une telle décomposition, le lemme des
noyaux ! donne alors

T
8 = Pker(u — rld)™.
i=1
On peut alors vérifier que les suites

{(k?jrf)keN,j €{0,...,m; — 1}}

forment une base de ker(u — r;1d)™, et on obtient une base de 8 par réunion.

EXERCICE V.2.4. Déterminer une base de ’espace des suites définies par une relation de
récurrence linéaire d’ordre 2 sur C.

3. Résolutions de systemes différentiels linéaires

On pose
& :=C*(R,K).
C’est un espace vectoriel de dimension infinie sur K.

DEFINITION V.3.1. On appelle systéme différentiel linéaire & coefficients constants et & n
inconnues un systeme de la forme

x’l (t) = a1 (t) + algxg(t) + ...+ alnxn(t) + b (t)
(17) xé(t) =  a21q1 (t) + aggxg(t) + ...+ agn.%’n(t) + b (t)
26 = amar(t) + answa(t) + . + apman(t) + ba(t)

ou les coefficients
2
n
(aij)1<ij<n €K

sont des constantes, le “second membre”

(bl(t)7 cey bn(t)) € 8na
et les “inconnues”

(@1(t). .. za(t))
sont recherchées dans €. Une “donnée initiale” pour le systéme (17) est la donnée de ¢ty € R

et z;(to) = xip € K pour i € [[1,n].

1. Notez ici que l'on utilise les points (1) et (2) du lemme des noyaux, qui se généralisent directement a la
dimension infinie.
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EXEMPLE V.3.2. Pour n = 1, on obtient simplement I’équation différentielle du premier
ordre :
Z'(t) = az(t) + b(t).
On rappelle que 'équation homogene associée est
(18) 2'(t) = ax(t),

de solutions
Solg = {t — Xe™, A e K},

et si f € & est une solution particuliere de (18) (obtenue par exemple via la méthode de
variation de la constante), alors I’ensemble des solutions de (18) est

Sol = {t > f(t) + Ae®, A e K}.

La méthode de variation de la constante donne la formule générale suivante pour les solutions
de (18) :
t
z(t) = Ae™ + e“tf e “*b(s)ds
to
et si on impose la condition initiale x(tp) = x¢, alors 'unique solution est

t
edt=t0) g + eatJ e~ *b(s)ds.
to
On va voir que ces formules se généralisent en dimension supérieure, a I’aide de I’exponentielle
de matrices.

On considere le systeme différentiel (17). On va le reformuler en termes matriciels. On
pose
A = [aijli<ij<n € Mn(K),

puis
by (1) z1(t) 24 (1)
B(t) = C LX) = LX) = S
by (t) Tn (1) 7, (t)
vus comme des vecteurs de n fonctions lisses, et enfin la donnée initiale
T10
Xo =
Tn,0

On appelle alors A la “matrice du systeme”, B le “second membre” et X “I'inconnue”. Le
systeme (17) est alors équivalent & 1’équation matricielle

(19) X'(t) = AX(t) + B(t),

avec condition initiale X (0) = Xj. On appelle systeme différentiel linéaire homogene associé
a (19) le systeme

(20) X'(t) = AX(t).

On utilisera des résultats généraux sur la dérivation de matrices a coefficients dans €. On
définit, pour A(t) = [as;(t)] € My n(E),

Al(t) = [aj;(t)] € My n(E).
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LEMME V.3.3. Soient (X,Y) deux vecteurs a valeurs dans €, et X\ € K. Alors
AX(t)+Y () = 2X"(t) +Y'(t).
Soient A(t), B(t) € M, 4(€) et C(t) € My (E). Alors
(A+ B)'(t) = A'(t) + B'(t)
et
(BC)'(t) = (B'C)(t) + (BC')().
EXERCICE V.3.4. Donner la preuve du lemme précédent.
On admet également le résultat suivant :
PROPOSITION V.3.5. Soit A e M,,(K). Alors
(exp(tA))'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.
On peut alors démontrer :
THEOREME V.3.6. L’espace des solutions de (20) est
Solg = {t — exp((t — to)A)Xo, Xo € K"}.
REMARQUE V.3.7. L’espace des solutions Soly est un K-espace vectoriel de dimension n
et de base donnée par les fonctions
s exp((t — to) A)e;
ou (e;)1<i<n est la base canonique de K".

DEMONSTRATION. Avec la Proposition V.3.5 on vérifie aisément que les fonctions ¢ +—
exp((t —to)A)Xop sont des solutions de (20). Réciproquement, si Y (¢) est une solution de (20),
on pose X = exp(—(t —tp)A)Y (t) et on calcule

X'(t) = (exp(=(t —t0)A))'Y(t) + exp(—(t —t0)A)Y'(t)
= —Aexp(—(t—to)A)Y(t) +exp(—(t —to)A)AY ()
= —Aexp(—(t —t0)A)Y(t) + Aexp(—(t — to)A)Y (1)
= 0.
Le vecteur X (t) est donc constant, X () = X(t9) := Xp, et on obtient

Y (t) = exp((t — tg)A) Xo.

De 1a on déduit exactement comme dans le cas n =1 :
THEOREME V.3.8. L’espace des solutions de (19) est
Sol = {t — F(t) + eXp(tA)Xo, Xp € Kn},

ot F(t) est une solution particuliére de (19). La méthode de variation de la constante donne
la formule générale suivante pour les solutions de (19) :
t
X(t) = exp(tA)Xo + exp(tA)j exp(—sA)B(s)ds
to
et si on impose la condition initiale X (to) = Xo, alors 'unique solution est

t
exp((t — to)A)Xo + exp(tA) L exp(—sA)B(s)ds.
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EXERCICE V.3.9. Résoudre le systeme différentiel suivant :
{ X'(t) = AX(t)+ B(t)

X(0) = Xo
ou
5 —1 -1 et 0
A= 0 6 3 [,B)=|0 |,Xo=|1
-2 -2 1 0 0

REMARQUE V.3.10. Il existe d’autres méthodes pour résoudre un systeme de la forme
(17). Ainsi, si on suppose A trigonalisable, il existe P € GL,(K) telle que P~'AP = C =
[cij] € M, (K) soit triangulaire supérieure. On se ramene alors au systeme

Z'(t) = CZ(t) + B(t)

en posant Z(t) = P71X(t) et B(t) = P~'B(t). Ce systéme est équivalent aux équations
suivantes :

Zi (t) = (1121 (t) + 1229 (t) + ... + ... + ClnZn (t) + l~)1 (t)
Zé (t) = 0 + 2929 (t) + ... 4+ ... + ConZn (t) + by (t)
gt = 0+ .+ 0 4 crm1zea(t) + cmz(t) + baa(t)
2 (t) = 0 + . + .+ 0 +  cmzn(t)  + bu(t)

que 'on peut résoudre successivement en partant de la derniere ligne.
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