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Feuille TD 6 — Transformée de Fourier

Exercice 1
Soit f € L'(R). On suppose que f est & valeurs réelles. Montrer que

1. Si f est paire, alors f est a valeur réelles et
. +oo
VEeR, f(&) = 2/ f(t) cos(2m&t) dt.
0

2. Si f est impaire, alors f est imaginaire pure et
+oo

VEER, f(&) =—2i f(t) sin(2mé&t) dt.
0

Exercice 2
Calculer la transformée de Fourier de la fonction plateau f définie par

1 si zel-

Vo € R, f(x):{ 0 s wd|

Montrer que la transformée de Fourier de la fonction triangle définie par

D=0 =

I1+z si ze€[-1,0]

VwER,Q(Jf):{lx si. xel0,1]

est donnée par

sin(7¢))?
v e R, g(6) = TS

Exercice 3
Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction g, définie par

Ve € R, go(z) = e,

Exercice 4
Soit a > 0. On pose ,
VteR, f(t) =e .

1. Montrer que f vérifie I’équation différentielle

F(t) = —2at f(t).

2. Montrer que 'on peut appliquer l'opérateur transformée de Fourier a I’équation (1).

(1)



3. En déduire une équation différentielle vérifiée par F(f).

4. En déduire
v ER, F()(E) = \/Z I

(On rappelle que / eV du = V).
R

Exercice 5
Pour tout o € R, on définit la fonction f, € £ par

Vit eR, fo(t) =

oV 2

1. Calculer F(fy,) (on pourra utiliser les résultats de I’exercice précédent).

2. Montrer que pour tout (o1, 09) € R?,

f0'1 * fUz = f /U%+U%'

Exercice 6
On va montrer que les fonctions C? a support compact satisfont les hypothéses des théorémes
d’inversion et de Plancherel énoncés dans le cours. Soit alors f une telle fonction.

1. Rappeler pourquoi la fonction f est intégrable et continue.
2. Parmis les hypothéses sur f quelle est celle qui permet d’assurer la convergence normale

de Z |f(- +n)| sur tout interval compact?
nez

3. Démontrer la formule .

R, f(€) = ——— f"(&).
¥R, f(6) =~ 1)
4. En déduire la convergence normale de la série Z | /(- 4+ n)| sur tout interval compact.
neL
Exercice 7
Résoudre dans L!(R) I'équation
ff=1T (2)
(On admettra le lemme de Riemann-Lebesgue: pour f € £1(R), lim |f(€)] =0.)

¢ =00

Exercice 8
Montrer que la transformée de Fourier de la fonction triangle définie par

V:BER,g(a:):{ler si xe[-1,0]

l—z si  x€]0,1]

est donnée par

sin(7€))?
ve e, i) L

<4

sin~t
/ T dt.
R T

En déduire la valeur de




