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Feuille TD 1 — Espaces préhilbertiens

Exercice 1
Démontrer que les applications suivantes définissent des produits scalaires:

o Sur R™: <z,y>=>" 2y
o Sur C%[a,0], R): < f,g >= [} f(z)g(x)da.

e Sur 112\1: <2,y >= Z?io x;y; (on commencera par montrer que cette quantité est bien
définie)

Exercice 2
Démontrer les identités de polarisation et du parallélogramme pour un espace préhilbertien.

Exercice 3
Soit w une fonction positive continue sur un intervalle /. On suppose que pour tout entier
naturel n, la fonction t — t"w(t) est intégrable sur I.

1. Montrer que pour tout polynome réel P la fonction t — P(t)w(t) est intégrable sur I.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur [ ;w(t)dt pour que 'application

(Fa) = [ 1Ogeuta
définisse un produit scalaire sur R[X].

Exercice 4
Donner des exemples de normes sur R"™.

Exercice 5
Montrer que la norme 1 sur R? n’est pas euclidienne.

Exercice 6
Soient (z,y) un couple de vecteurs d’un espace préhilbertien (F, < -,- >). On appelle mesure
de Pangle de z et y l'unique scalaire 6 € [0, 7] défini par:

<,y >

cosf = .
||z [[ |yl

On suppose E = C°([0, 1], R), muni du produit scalaire défini en cours. Soit f € E '\ {0}. On
pose pour tout n € N, 8,, la mesure de 'angle de f et © +— ™.
Calculer la limite lim,, o 0;,.



Exercice 7
Soit £ un K-espace vectoriel. Soient F1,--- , F,. des sous-espaces vectoriels de E. On suppose
Fy C --- C F,. Que peut-on en déduire sur Fll, e ,FTJ-?

Exercice 8
Soit E = C°([0,27],C), muni du produit scalaire:

1

2m
(fi9) = o )y f(z) g(z)dz.

Montrer que la famille (f,,),ez de vecteurs de E définie par f,(z) = e® est orthonormale.

Exercice 9
Soit E = C°([~1,1],R). Montrer que I'on défini un produit scalaire sur E en posant:

1

On note T}, 'unique polynome tel que
VO € R, T}, (cos 0) = cos(nb).
Montrer que la famille (7},),en est orthogonale.

Exercice 10
Soit E = C*°([0,1],R), muni du produit scalaire défini dans le cours. On pose F' C E défini
par

Fi={f € B| f(0) = 0}.

Montrer que F*+ = {0}. Calculer (F+)* et comparer avec F.

Exercice 11
Soit p un projecteur d'un espace préhilbertien (E, < -, >). Montrer que p est orthogonal si
et seulement si

Vz € E,|[p(z)|] < [|=[].



