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Dans cette section on introduit une généralisation, d’un point de vue algébrique, des espaces
euclidiens et hermitiens en dimension infinie : les espaces péhilbertiens.

1.1. Produits scalaires. Soit F un R-ev.

Définition 1.1. Un produit scalaire sur E est une application

<.->ExFE->R

telle que, pour tout (z,y,z) € E, pour tout A € R :
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(1) <-,- > est bilinéaire :
<Xty z>=A<z,z2>+<y,z>¢ct <z, Ay+tz>=A<z,y>+<z,2>,

(2) <-,-> est symétrique : < x,y >=<y,T >,
(3) < -, > est définie positive : < x,z >> 0 et si < z,x >= 0 alors x = 0.

Exemples 1.2. :

e Le produit scalaire usuel sur R” :

n
V(‘T’y) € (Rn)Qa <T,y>= Z TiYi,
i=1

e Sur l'espace C°([a,b],R) :

b
(1) <ﬁg>—ff®M0ﬁ
a
Définition 1.3. Un espace préhilbertien réel (E, < -, >) est un R-ev E muni d’un produit
scalaire < -, - >. Side plus E est de dimension finie, on appelle (E, < -, - >) un espace euclidien.
Notons qu’un méme espace vectoriel ¥ peut étre muni de différents produits scalaires.

Exemples 1.4. :

(R™, < -,- >) avec < -,- > le produit scalaire usuel,

(C°([a,b],R), < -,- >) avec le produit scalaire < -,- > défini par intégration (1).

Soit E = Cor(R,R) l'espace des fonctions rélles et 2m-périodiques sur R. On obtient
un espace préhilbertien (E, < -,- >) en définissant :

1 s
(2) W(fg) e B < fig==— | [f(t)g(t)dt
—Tr
e Soit
+00
(3) 1§ = {(ﬂfz‘)ieN e RN Z r? < —I—oo} )
i=0
On obtient un espace préhilbertien (I3, < -,- >) en posant, pour tout (z,y) € I% :
+o0
(4) <zy>= ) Ty
i=0

Exercice 1.5. Vérifier que les exemples 1.4 définissent des espaces préhilbertiens réels.

Exercice 1.6. Donner d’autres exemples de structures préhilbertiennes sur R” et sur C°([a, b], R)
(c’est a dire trouver d’autres exemples de produits scalaires sur ces espaces).
Définition 1.7. Une norme sur E est une application
N:FE >Ry
telle que, pour tout (z,y) € E, pour tout A€ R :

(1) N est définie : N(x) = 0 implique = = 0,
(2) N est homogene : N(A\x) = |A\|N(x),



(3) N veérifie I'inégalité triangulaire : N(x + y) < N(x) + N(y).
Notons que par définition, une norme est toujours positive.

Définition 1.8. Un espace vectoriel normé (réel) (E, N) est un espace vectoriel E (sur R)
muni d’une norme N.

Un espace vectoriel E peut étre muni de différentes normes.
Exercice 1.9. Donner différents exemples de normes sur R”™.

Proposition 1.10. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Pour tout (x1,...,x,) € E",

r

N> i) < )| N(x).
=1

i=1
Démonstration. Par récurrence sur r, en utilisant l'inégalité triangulaire. g
Proposition 1.11. Soit (FE,< -, >) un espace préhilbertien réel. Alors l'application
I-: E - R
T > <z, >
est une norme sur E.

On appelle la norme de la Proposition 1.11 la norme associée au produit scalaire < -, - >.
Pour démontrer la Proposition 1.11, on utilisera I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Proposition 1.12. Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien réel. Pour tout (x,y) € E?,
(5) | <zy> [ <|lz]l[lyll,

avec égalité si et seulement si il existe (A, p) € R\{(0,0)} tel que Az + py = 0.
Démonstration. Soit (x,y) € E?. On définit

T: R — R
A= <zH Ay, T+ Ay >.

La fonction T est positive. De plus, par bilinéarité de < -,- >, T est un polynéme du second
degré sur R. Son coefficient dominant est < y,y >. Si ce dernier est non nul, la positivité de
T implique que son discriminant doit étre négatif. Un calcul du discriminant donne 'inégalité
recherchée. Si < y,y >= 0, alors y = 0, et 'inégalité de Cauchy-Schwarz est trivialement
vérifiee. On laisse le cas dégalité en exercice au lecteur (noter que dans le cas y # 0, si le
discriminant s’annule, 7' a une racine double). t

Dans les exemples 1.4, on obtient en particulier les inégalités suivantes :

et enfin
400

V(a:,y) € 112\% | Z T y2| <
i=1
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Preuve de la Proposition 1.11. On va démontrer 'inégalité triangulaire, et on laissera les autres
axiomes & vérifier en exercice. Soit (r,y) € E2.

ol <l +ll = eyl < (el + gl 2
< 2P+ 2 <@y > +lyll* < (] + 2fl=[] |yl + [yl
< <z,y >< ||z [|y]]
D’ou 'inégalité triangulaire, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz. ([l
Dans un espace préhilbertien, la norme associée || - || suffit & déterminer le produit scalaire.

On peut retrouver ce dernier par les identitées de polarisation :

Proposition 1.13. Soit (E,< -,- >) un espace préhilbertien réel. Le produit scalaire vérifie
les identités de polarisation suivante : pour tout (x,y) € E?,

_ e+l =l —lyll?

(6) <z,y>
2

et

Toull2 = llz — o2
. SO 2% Y
Démonstration. Exercice pour le lecteur. ]
Définition 1.14. Une norme N est dite euclidienne si I’'application < -,- > définie par la
formule (6) ou (7) (avec N au lieu de || - ||) est un produit scalaire.

On pourra vérifier que la définition de norme euclidienne ne dépend pas de l'identité de
polarisation choisie. Par ailleurs, la norme associée & un produit scalaire vérifie I'identité du
parallélogramme :

Proposition 1.15. Soit (E,< -,- >) un espace préhilbertien réel. Alors pour tout (x,y) € E?,
(8) [l + yl1* + |z — yl* = 2(|J«]1* + [ly[1*).
Démonstration. Exercice laissé au lecteur. O

1.2. Produits hermitiens. On s’intéresse dans cette section a la version complexe de produit
scalaire. Soit F un C-ev.

Définition 1.16. Un produit hermitien sur £ est une application
<. >FExE-—>C
telle que, pour tout (z,y,z) € E, pour tout A € C :
(1) <-,- > est sesquilinéaire :
<X Fy,z>=A<T,2>+<y,z> et <z NY+z>=A<T,y>+<3,2>,

(2) <-,-> est hermitienne : < z,y >= <y, >,
(3) < -,- > est définie positive : < z,x > R} et si < z,z >= 0 alors x = 0.

Exemples 1.17. :

e Le produit hermitien usuel sur C" :

V(x,y) € (C")?, < z,y>= > &
=1



e Sur 'espace C°([a,b],C) :

b R
(9) < fig>i= f £(t) g dt

Définition 1.18. Un espace préhilbertien complexe (E, < -,- >) est un C-ev F muni d’'un
produit hermitien < -,- >. Si de plus E est de dimension finie, on appelle (E,< -,- >) un
espace hermitien.

Notons qu’un méme espace vectoriel E' peut étre muni de différents produits hermitiens.

Exemples 1.19.

o (C" - >) avec < -,- > le produit hermitien usuel,
. (CO([a b] C), < -, >) avec le produit scalaire < -,- > défini par intégration (9),
e Soit

+o0
(10) I%(C) := {(mi)ieN eCV| Z 22 < +oo} )
i=0
On obtient un espace préhilbertien (%(C), < -, - >) en posant, pour tout (z,y) € I%(C) :

+00

(11) <xz,y>= Zazl@
=0

Exercice 1.20. Vérifier que les exemples 1.19 définissent des espaces préhilbertiens complexes.

Comme pour le cas réel, on obtient I'inégalité fondamentale suivante :

Proposition 1.21. Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe. Pour tout (x,y) € E?,
on a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(12) | <zy>P<<war><yy>,
avec égalité si et seulement si il existe (\, p) € C2\{(0,0)} tel que Az + puy = 0.
Démonstration. Soit (z,y) € E?. On définit

S: ExE — R
(r,y) — R(<z,y>).

L’application S définit un produit scalaire sur E, vu comme espace vectoriel réel. D’aprés
I'inégalité de Cauchy-Schwarz réelle, on obtient

1S(z,y))> < R(< z,2>) R(< y,y >).
D’ou
(13) IR(< z,y >)\2 (<zyx><y,y>).

D’autre part, il existe § € R tel que < z,y >= €| < 2,9 > |. On applique alors l'inégalité
(13) a (e ?x,y) :

0 —i6

P<(<e®rer><yy>).

R(< e,y >)
Comme R(< e 2,y >) =R(| < z,y > |) =| <,y > |, on obtient I'inégalité recherchée :

| <zy>P<(<za><yy>)
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Pour le cas d’égalité, supposons que | < z,y > |> =< x,2 > < 5,y >. On fixe § € R tel que
<z, >=¢eY <2,y > | On aalors

(S(e™z,y))* =| <2,y > P =<z,2><y,y>= S "z, e ’2)S(y,y).

D’apreés le cas d’égalité dans le cadre réel, e~z et y sont lies dans Pespace vectoriel réel E : il
existe (a, 8) € R2\{(0,0)} tel que ™z + By = 0. On obtient le résultat en posant A = ae™ %
et u = B. La réciproque est claire. O

On peut également définir une norme associée a4 un produit hermitien :
Définition 1.22. Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe. L’application
|-1]: E—Ry

définie par

Vee E, ||z]]| = /< z,x>

est la norme associée au produit hermitien < -, - >.
On vérifie que || - || vérifie les axiomes d’une norme :

Proposition 1.23. Avec les notations de la Definition 1.22, pour tout (z,y) € E? :
o [z +yl|? = llz|* + l|yl]* + 2R < 2,y >,
o ||z + yl| < ||lz|]| + ||lyl| (inégalité triangulaire),
o Pour tout A € C, ||Az|| = |A|||z]| (homogénéité).

Démonstration. Exercice pour le lecteur. O

On retrouve également des versions complexes de la polarisation et de I'identité du paral-
lelogramme :

Proposition 1.24. Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien complexe. Pour tout (x,y) € E?,
on a l'identité de polarisation

(14) 4<zy>=lz+yll* =z -yl —illz —iyl]* + il |z + iy||*

et l’égalité de la médiane

(15) |z + yl* + |z — ylI* = 2(/[]]* + Iyl *).

Démonstration. Exercice laissé au lecteur. O

1.3. Orthogonalité. On dénote par K le corps R ou C. Soit (E, < -,- >) un espace préhil-
bertien réel ou complexe.
Définition 1.25. Soit (z,y) € E2.

e x est dit unitaire si ||z|| = 1.

e x et y sont orthogonaux si < z,y >= 0 (ou de maniére équivalente si < y,z >=0).

Lemme 1.26. Soit (z;) € E" une famille finie d’éléments de E et soit x € E.
T
AlorsYie {1,...r}, <z,x; >=0 si et seulement si V(\;) e K", < z, Z Aiz; >= 0.
i=1
Définition 1.27. Deux sous-espaces F' et G de E sont orthogonaux, noté F' L G, si pour
tout (z,y) € F x G, <x,y >=0.

La proposition importante suivante est immédiate :
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Proposition 1.28. Si F' et G sont deux sous-espaces orthogonaux de E, alors F' et G sont
en somme directe.

On notera une somme directe orthogonale par le symbol &.

Définition 1.29. Soit F — F un sous-ensemble de E. On définit I'orthogonal de F, noté F*,
par
Ft={zeE|VfeF <, f>=0}

Remarque 1.30. L’orthogonal est défini pour n’importe quel sous-ensemble de E (F' n’est pas
nécessairement un espace-vectoriel). Par ailleurs, on pourra vérifier que F L est toujours un
sous-espace vectoriel de E (méme si F' n’est pas un sous-espace vectoriel).

Remarque 1.31. Contrairement & la dimension finie, on n’a pas toujours (F4)+ = F'!

Définition 1.32. Soit p € L(F) un endomorphisme de E. On dit que p est un projecteur si
p*=pop=p.
Il sera utile de faire un dessin pour mieux cerner la proposition suivante :

Proposition 1.33. Soit p € L(E) un projecteur de E. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) kerp L Imp,
11) V(H?,y) € E27 < CU,]?(?/) >=< p($)7y >,
iii) Vo e B, < x,p(x) >=||p(z)]|*.

Définition 1.34. Un projecteur de E est un projecteur orthogonal s’il vérifie I'une des pro-
priétés de la Proposition 1.33.

Démonstration. Avant toute chose, on remarque que pour tout z € E, z — p(z) € kerp par
p? = pet p(z) € Im p. Tout élément 2 € E peut donc se décomposer dans la somme ker p+Im p
sous la forme z = z — p(z) + p(2).
Supposons 7) valide. Soit (x,y) € E2. On décompose z et y en sommes d’éléments de ker p et
Imp :

z =z —p(x)+ p(z)
et

y=y—py) +pQ)
On développe, et on utilise kerp L Imp :

<zp(y) > = <z—p)ply) >+ <p)ply) >

= < p(x),p(y) >

= <pa),ply) > + <p(x),y —ply) >

= <p@),y >,
ce qui prouve ii).
Supposons que i) soit vérifice. On obtient iii) en posant y = p(z).
Enfin, supposons iii) vraie. Soit y € kerp et z € Imp. On applique i) & © = y + z et on
obtient :

<az,p(z) > = <p(x),p(z) >
<y+zpy) +pz)> = <ply)+p)py)+pz) >
<y+zp(z) > = < p(2),p(z) > car y € kerp
<Y,z>+<z,2> = < 2,2 > car z e Imp.

Dot < y,z>=0et kerp L Imp. O
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Lemme 1.35. Soit p un pojecteur orthogonal de E. On a la décomposition en somme directe
orthogonale :
E=kerp&SImp.

Démonstration. Par définition, kerp L Imp. Les espaces vectoriels kerp et Imp sont alors
en somme directe. Par ailleurs, leur somme engendre F, car tout élément x de E peut se
décomposer

z =z —p(z) +p(x),
et on a x — p(x) € kerp (car pop = p) et p(x) € Imp. O
On étend la notion d’orthogonalité aux familles :

Définition 1.36. Une famille (z;)cr € E! est dite! :
e orthogonale si V(i,j) € I%, i # j, < xi,2; >= 0,
e orthonormale si V(4,5) € I?, < x;,zj >= d;;.

Exemples 1.37. :
e Sur C°([0,27], R), avec le produit

21
(16) <fg==1 | 1w,

0

1
la famille (f,)nen définie par fo(t) = 7 fop+1(t) = cos((p + 1)t) pour p € N et

fap(t) = sin(pt) pour p € N* est orthogonale.
e Sur CY([0, 27], C), avec le produit
1 2m _
(17) <to>= o [ B,
T Jo
la famille (fy)nez définie par f,,(t) = €™ pour n € Z est orthogonale.
On a similairement & la Proposition 1.28 :
Lemme 1.38. Une famille orthogonale de vecteurs de E\{0} est libre.

Les familles orthogonales finies ont I'avantage de rendre la norme au carré additive, ce qui
simplifie les calculs. Cette particularité est aussi connue sous le nom de théoréme de Pythagore :

Proposition 1.39. Soit (z;)i—1.., € E" une famille orthogonale finie de E. Alors

T T
1>l = ) llail .
i=1 i=1

T T

Démonstration. 11 suffit de développer le produit scalaire < Z xi, Z x; > et d’appliquer
=1 i=1

I’'orthogonalité des vecteurs. O

Corollaire 1.40. Soit p un projecteur orthogonal. Alors pour tout x € F,
2 2 2
[|zl|* = [lz — p(@)||” + [[p()] |-
Démonstration. Appliquer le théoréme de Pythagore & © — p(x) € kerp et p(z) € Im p. O

e symbole J;; désigne le symbole de Kronecker.



2. Espaces de Hilbert, complétude

Le but de cette section est de définir une généralisation en dimension infinie, cette fois-ci
d’un point de vue analytique, des espaces euclidiens et hermitiens. On va se restreindre & des
cas particuliers d’espaces préhilbertiens, les espaces de Hilbert. Leur spécificité est la complé-
tude, on commencera donc par rappeler la notion d’espace de Banach. Soit (E, N) un K-ev
normé (K = R ou C). Les notions topologiques seront considérées par rapport a la topologie
induite par la norme N.

2.1. Espaces de Banach. On rappelle qu'une suite de (F, N) est dite convergente si elle
admet une limite dans E pour la norme N, et que dans ce cas cette limite est unique.

Définition 2.1. Une suite (z,,)neny € EY d’éléments de (E, N) est de Cauchy si
Ve >0,3n. e N|Vn,m = n., N(z, —xm) <e.

Par abus de langage, on parlera de suites de Cauchy et de convergence dans F, bien que ces
notions dépendent de la norme sur E. La norme sera sous-entendue si la situtation est assez
claire.

Définition 2.2. L’espace (F,N) est un espace de Banach si il est complet, c’est & dire si
toute suite de Cauchy est convergente.

Remarque 2.3. La complétude est en fait une notion définie dans le cadre plus large des espace
métriques.

On rappelle également :

Lemme 2.4. Soit une suite (x,)neny € EN de (E,N), alors

o (zp)nen est convergente implique que (xy)nen est de Cauchy,
o (zp)nen est de Cauchy implique que (x,)nen est bornée.

Démonstration. Petit exercice de révision. U
Voici quelques propriétés des espaces de Banach.

Proposition 2.5. Soit (E, N) un espace de Banach, et V < E un sous-espace vectoriel. Alors
(V,N|v) est un espace de Banach si et seulement si V' est fermé dans E.

Démonstration. Supposons V fermé, et soit (2, )neny € VY une suite de Cauchy de (V, Ny).
C’est en particulier une suite de Cauchy de (E, N) qui est complet. Donc elle admet une limite
l € E. Par la caractérisation séquentielle des fermés, [ € V, et (V, N|V) est complet.

Supposons maintenant (V;, Njy-) complet. Soit (7, )nen une suite d’éléments de V', supposée
convergente vers un élément [ € E. Comme (x,)nen est convergente, elle est de Cauchy. Mais
par complétude de V, elle admet une limite I’ € V. Par unicité de la limite, [ = I’ et donc
[l e V. Donc V est fermé. O

Proposition 2.6. Soient (E,N) et (E', N') deux espaces de Banach sur K. Les applications
suivantes définissent des normes sur £ x E' :

(1) Ny(z,2') := max{N(z), N'(z")},

(2) Ny(x,2'):= N(x)+ N'(z'),

(3) Na(z,2') := +/(N(2))? + (N'(2'))?.
De plus, l’espace E x E' est un espace complet pour chacune des normes Ny, N1 ou No.
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Démonstration. Exercice. U

Exemples 2.7. :

e Les espaces K¢ munis des normes

d »
lllp == | X, lwlP | p=1
i=1

ou
||z]|oo := max {|z;|,i=1...d}
sont des espaces de banach.
e Plus généralement, tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de

Banach. Par ailleurs, en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
e C°([0,1],K) muni de la norme

1o := sup [f(#)]
te[0,1]

est un espace de Banach.
e [’espace

+o0
(18) IN(K) := {(fﬂi)z'eN e KN ) |mif” < +OO} :

i=0
muni de la norme

+o0 v
(19) [lz]lp = <2 |in”>

i=0
avec p = 1 est un espace de Banach.

2.2. Applications linéaires continues. Soit (E, N) et (F, N') deux K-ev normés. On note
dans la suite du cours L(E, F') 'espace des application linéaires entre les espaces vectoriels
FE et F. La proposition suivante caractérise ’espace des applications linéraires et continues,
noté L(E, F). Cet espace dépend des normes N et N’, mais les normes utilisées seront sous-
entendues dans la notation.

Proposition 2.8. Soit A€ L(E,F). Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) A est continue,

ii) A est continue en 0,
iii) A est bornée, c’est a dire qu’il existe C' > 0 tel que Vo € E, N'(A(z)) < CN(z).

On parlera dans ce cas d’application continue, d’opérateur continu ou méme d’opérateur
borné pour désigner un élément de L(E, F).

Démonstration. Le fait que ) implique i) est clair. Supposons A continue en 0. Par définition
de la continuité, il existe § > 0 tel que pour tout x € E, si N(z) < 6, alors N'(A(z)) < 1.

0
Mais comme pour tout x € F, N(mx) < 4, on a alors pour tout x € E :
x
0
N'(A(
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1
Par linéarité de A et homogénéité de N’ on obtient 4ii) avec C' = —.

Enfin, supposons iii) et fixons C' > 0 tel que Vo € E, N'(A(z)) < CN(z). Soit (x,y) € E>.
Par linéarité de A, N'(A(x) — A(y)) = N'(A(z — y)). Par hypothése on obtient

N'(A(z) — A(y)) < ON(z —y),
et donc A est C-lipschitzienne, donc continue. O

Exemple 2.9. Sur un espace vectoriel normé de dimension finie, toute application linéaire
est continue.

On peut définir une norme sur lespace L(E, F) :
Définition 2.10. Soit A € L(E, F'). On défini la norme d’opérateur de A par :
(20) IA||z(g,p) := inf {C > 0|Vz e E, N'(A(z)) < CN(z)}.

Remarque 2.11. Cette norme d’opérateur dépend des normes N et N’. On utilisera parfois la
notation ||A|| pour s’alléger, ou au contraire ||A||y n7 pour souligner le choix des normes N
et N'. La notation |||A||| est parfois rencontrée dans la littérature.

Lemme 2.12. Soit A€ L(E,F). Alors
1Al £(5,ry = sup {N'(A(z)), N(z) < 1} = sup {N'(A(=)), N(z) = 1}.

Démonstration. Exercice au lecteur. u
Exercice 2.13. Donner les normes d’opérateurs subordonnées a la norme ||-||1 et & la norme
| - |]oo sur C™.

Théoréme 2.14. L’espace (L(E,F),|| - ||zg,r)) est un K-ev normé. De plus, si F' est un
espace de Banach, alors L(E, F) est un espace de Banach.

La preuve de ce résultat est importante, car elle utilise un schéma de démonstration qui
sera repris plusieurs fois dans ce cours.

Démonstration. Le fait que || - |[z(g ) définisse une norme sur L(E, F') est simple a vérifier,
I'inégalité triangulaire provenant essentiellement de 1'inégalité triangulaire sur F'. On suppose
de plus que (F, N') est complet, et on va montrer que (L(E, F'), || - ||z(g,r)) est complet. Soit
(A )nen une suite d’opérateurs bornés entre E et F. On suppose (A, )neny de Cauchy pour la
norme d’opérateur, que 'on notera || - ||. On doit montrer que cette suite converge, en norme
d’opérateur, vers un opérateur borné.

Etape 1. Construction du candidat limite. Soit x € E. On va définir A(x), limite des A, (z).
Si x = 0, on pose A(z) = 0. Sinon, soit € > 0. La suite (Ay)nen étant de Cauchy, il existe n 5

€
tel que pour tout n,m = neg, |4, — Anl| < N2 Par définition de la norme d’opérateur,

(2)
N'(An(z) = Ap(2)) < ||An — An|| N(2),

donc pour tout n,m = ne .,

pour tout n,m,

N'(Ap(x) — An(z)) <e.

La suite (A, (2))nen est donc de Cauchy, et comme F' est complet, elle admet une limite, que
I'on note A(x).
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Etape 2. Propriétés du candidat. On va maintenant montrer que I'application limite 2 — A(x)
a les propriétés demandées. Par définition, pour tout = € E,

A(z) = lim A, (z).
n—aoo
Par linéarité des A,, n € N, et par linéarité de la limite, on déduit A € L(E, F'). Par ailleurs,
I'inégalité triangulaire pour || - || implique
Y, m, [([[Anl| = [[Am[D] < [[An — Am|]

et la suite réelle (||An||)nen est elle-méme de Cauchy, donc bornée par une constante C' > 0.
On a donc pour tout x € E, pour tout n € N :

N'(An(2)) < [|[An|IN(2) < CN(z).
La norme étant continue, par passage a la limite on obtient
N'(A(z)) < CN(z)

et donc A est borné, d’ou A€ L(E, F).

FEtape 3. Convergence vers la limite. Reste & démontrer que (A, )nen converge en norme d’opé-
rateur vers A. Soit € > 0. La suite (A, )nen étant de Cauchy, il existe n. tel que pour tout
n,m = Te,

(21) Adn— Al <.
Soit n = n.. Soit x € E. On a par construction de A
N'(A - A,(z)) = lirfrloo N'(Am(x) — An(x)).

Par ailleurs pour tout m
N'(Am(z) — Ap(z)) < ||Am — An|IN(2)

et donc?
lim sup N'(Apn(z) — Ay(z)) <lim sup |4, — An||N(z),

m—+00 m—+00
et pour m assez grand, avec 'inégalité (21) on obtient
N'(A— A,(z)) < eN(x).

Par définition de la norme d’opérateur, on en déduit que pour n = n,, ||A — A,|| <€, et donc
(Ap)nen converge vers A dans L(E, F') pour la norme d’opérateur. O

Voici la bonne notion d’isomorphisme dans le cadre linéaire continu :

Définition 2.15. Soit E € L(E, F). On dira que A est un isomorphisme d’espaces vectoriels
normeés si

i) A est inversible au sens linéaire (il existe A~! € L(E, F)),

ii) l'inverse linéaire de A est continu.
S’il existe un isomorphisme entre (E, N) et (F, N’), on dira que ces espaces vectoriels normeés
sont isomorphes.

Remarque 2.16. Un isomorphisme d’espaces vectoriels normés préserve les suites de Cauchy.
En particulier, si (E, N) et (F, N’) sont isomorphes, alors (E, N) est un espace de Banach si
et seulement si (F, N') T'est.

2Notons que la limite de ||A,, — An|| n’est pas connue & ce moment de la preuve.
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2.3. Espaces de Hilbert. La notion algébrique qui généralise les espaces euclidiens ou her-
mitiens en dimension infinie est celle d’espace préhilbertien. Voici quelques résultats sur ces
espaces. Tout d’abord, comme en dimension finie, le produit d’espaces préhilbertiens est na-
turellement un espace préhilbertien :

Lemme 2.17. Soient (H;, < -,- >;) des espaces préhilbertiens sur K. Alors Hy x Hy est un
espace préhilbertien avec le produit :

< (z1,22), (y1,92) >:=< 21,51 >1 + < 2,92 >2 .

En particulier, pour tout espace préhilbertien (H, < -,- >), le produit H x H est naturelle-
ment un espace préhilbertien. Il est donc naturellement muni d’une norme associée au produit
scalaire, et c’est par rapport a cette norme que 'on considére les notions de continuité dans
la proposition suivante :

Proposition 2.18. Soit (H,< -, >) un espace préhilbertien. Alors les applications :
l-1l: #—>K
et
<->HxH->K
sont continues.

Démonstration. On donne les grandes lignes de la preuve, les détails sont laissés en exercice.
Tout d’abord (H, ||-||) est un espace vectoriel normé. L’inégalité triangulaire implique que z —
||z|| est lipschitzienne, et donc continue. Pour la continuité du produit scalaire, si (2, Yn )nen
converge vers (z,y) dans H x H, on a en particulier (x,,)nen qui converge vers z et (Y )nen qui
converge vers y. Ces suites sont donc bornées. Ensuite, avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| <an,yn>—<z,y>| < [<Tpyn—y>|+|<zn—z,y>|
< Alzallllyn = yll + llzn — 2|[|y]]-
On en déduit le résultat par passage a la limite. ]

On en déduit la propriété suivante de I'orthogonal :

Proposition 2.19. Soit (H,< -, >) un espace préhilbertien, et V. H un sous-ensemble.
Alors V* est fermé.

Démonstration. Soit (,)neny € (V)N une suite de V4 qui converge vers z € H. Soit y € V.
Par continuité du produit scalaire, (< xn,y >)nen converge vers < x,y >, et comme pour
tout n € N, < z,,y >= 0, on en déduit < z,y >= 0. Donc z € VI et V= est fermé. ]

Cependant, d’un point de vue de l'analyse, les espaces préhilbertiens et les applications
linéaires ne sont pas satisfaisants. La bonne notion, comme on le verra dans ce cours, est celle
d’espace de Hilbert :

Définition 2.20. Un espace de Hilbert (H,< -,- >) (sur K) est un espace préhilbertien
(H,< -,->) (sur K) tel que (H,||-||) soit complet, ou || - || est la norme associée au produit
<>,

Un espace de Hilbert est donc un cas particulier d’espace de Banach dont la norme est
euclidienne, ou hermitienne (i.e. vérifie les identités de polarisation).

Exemples 2.21. :
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e Tout espace euclidien ou hermitien est un espace de Hilbert.
e Les espaces [ et [3(C) muni des produits (4) et (11) sont des espaces de Hilbert.
e L’espace C°([0, 1], K) muni du produit (1) n’est pas un espace de Hilbert.

On va énoncer un résultat fondamental des espaces de Hilbert, dont la preuve sera donnée
plus tard dans le cours :

Théoréme 2.22 (Théoréme de décomposition dans les Hilbert). Soit (H, < -, >) un espace
de Hilbert, et V. un sous-espace fermé. Alors

Vee H, 3 (vg,wy;) €V x VL tel que = vy + wy.
Autrement dit, on a la décomposition en somme directe orthogonale :
H=VaV™:
Définition 2.23. Avec les notations du théoréme 2.22, on pose pour tout z € H
(pV(x)apVi(x)) = (U:Jcawx)'
L’application
py: H — |4

x — py(x)
est appelée projection orthogonale sur V.

Lemme 2.24. Soit V un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert. La projection orthogonale
sur' V' est un opérateur linéaire continu, de norme 1 dés que V # {0}.

Démonstration. Le fait que py soit un opérateur borné de norme inférieure a 1 est une appli-
cation du théoréme de Pythagore. Pour I'égalité des normes, il suffit d’évaluer py sur V. 0O

En corollaire du Théoréme 2.22, on retrouve le résultat suivant, déja connu en dimension
finie :

Corollaire 2.25. Soit V' un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert (H,< -,- >). Alors
vhHt=v.
Démonstration. Soit x € V, et soit y € V. Alors < z,y >= 0 et donc z € (V). D’ou

Ve (VhHE
Pour l'inclusion inverse, Soit 2 € (V1)+. Par hypothése, on peut décomposer

© = py (@) + py ().
Par construction, py 1 (x) € V1. Comme x € (V1)+, on obtient
0=<uz,pyi(z) >=<pv(z) + pyi(2),pyL(z) >=<pyr(2), pye(z) >

car V' L V+. Donc ||py1(x)|| = 0 et pyo(x) = 0. Finalement, z = py () € V, et

vhHhHtcw
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3. Projections orthogonales

Dans un espace vectoriel normé, un des intéréts d’avoir une norme provenant d’un produit
scalaire est de pouvoir faire des projections orthogonales. On va étudier les projections dans
trois cadres, celui des espaces euclidiens (ou hermitiens), celui des espaces de Hilbert et celui
des espaces préhilbertiens. On rappelle le crédo suivant :

{ Espaces euclidiens } < { Espaces de Hilbert }  { Espaces préhilbertiens}

Les résultats de projections orthogonales sur un sous-espace V' < H seront donc de plus
en plus restrictif sur V' a mesure que 'on assouplira les hypothéses sur H. On verra dans ce
chapitre que la projection orthogonale sur V' < H est bien définie dans les cadres suivants :

H euclidien ou hermitien < H hilbertien < H préhilbertien
V' sous-espace > V sous-espace fermé > V sous-espace de dimension finie

3.1. Projection en dimension finie. En dimension finie, on dispose d’un procédé explicite
pour effectuer des projections orthogonales, via les bases orthonormées. Dans cette section,
(B, < -, >) désigne un espace euclidien ou hermitien non réduit a zéro.

Théoréme 3.1. L’espace (E, < -,- >) posseéde une base de vecteurs orthonormés.

Démonstration. Soit n := dimg (E). On démontre par récurrence sur k € {1,...,n} la propriété
suivante :

P : Tout sous espace de E de dimension k posséde une base de vecteurs orthonormés.

La propriété Py est claire, il suffit de normaliser un générateur de V. Supposons donc Py, vraie,
pour k < n , et démontrons alors que Pg1 est vraie. Soit V un sous-espace de ¥ de dimension
k+ 1 et soit z € V\{0}. On pose ex1 := Tay» €t on définit Iapplication

p: V. — K
y > <Y,epi1 > .
On laisse le soin au lecteur de vérifier que ’on a une somme directe orthogonale
V = ker ¢ & Vect k{er11}-

En particulier, ker ¢ est un sous-espace de F de dimension k, et Py s’applique. Il existe donc
{e1,...,ex} une base orthonormée de ker ¢. La famille {ej, ..., er11} est une base orthonormée
de V. Le résultat suit alors par récurrence. ]

3.2. Projection dans un espace préhilbertien. On va utiliser I'existence de base ortho-
normale en dimension finie pour donner une formule explicite de projection orthogonale. Dans
cette section, (H,< -,- >) désigne un espace préhilbertien et V' < H un sous-espace de
dimension finie d.

Lemme 3.2. On a
Vee H, v, eV tel que z — vy € VE.

Démonstration. Soit x € H. Si V' = {0}, nécessairement v, = 0. Si dimV > 1, il existe
une base orthonormale {e1,...,eq} de (V,< -, >y). On cherche alors v, € V sous la forme
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d d
Z Aiei. Soit (/\Z‘)izlmd eK?etv:= 2 Ni€;.
1=1

i=1
r—veVt — Vie{l,...,d}, <ej,x—v>=0
— Vie{l,...,d}, <e,x>=<e;,v>
d
— Vie{l,...,d}, < e&,Tr >= Z/\i<€i7€j>
j=1
— Vie{l,...,d}, <ejx>=\.
d
D’ou 'exitence et 'unicité de v, = Z <z, ej > ej. ]
=1

Définition 3.3. Avec les notations du Lemme 3.2, I’élément v, sera noté py(x) et appelé
projection orthogonale de x sur V.

Dans la preuve du Lemme 3.2, on a démontré la formule explicite suivante :

Lemme 3.4. Si{ejy,...,eq} est une base orthonormale de V', on a
d
(22) py(z) = Z <z, ej > ej.
j=1

Une conséquence du Lemme 3.2 est le théoréme de projection sur un espace de dimension
finie dans un espace préhilbertien :

Théoréme 3.5. Soit (H,< -,- >) un espace préhilbertien et V- H un sous-espace de dimen-
sion finie. Alors

i) On a une décomposition orthogonale H =V @V,
ii) L’application de projection py : H — V est un projecteur orthogonal d’image V' et de
noyau V>,
iii) Si de plus H est de dimension finie, dim(H) = dim(V) + dim(V1).

Remarque 3.6. On notera que comme V < H est de dimension finie, il est fermé. Il en est de
méme pour V=, par la Proposition 2.19. En particulier, le Théoréme 3.5 est un cas particulier
du Théoréme 2.22 si (H, || - ||) est complet.

Démonstration. D’aprés le Lemme 3.2, pour tout x € H, il existe un unique v, € V tel que
xz—v, € VL. Alors tout élément 2 € H s'écrit & = vy, + 2 — vy, avec vy €V et & — v, € V. On
en déduit 7).

SizeV,py(x) =zcarz—x=0¢ V-t et par unicité de la projection orthogonale de z sur
V. Donc p%, = py et py est un projecteur. Son image est incluse dans V par construction,
et égale & V car py restreinte & V est Iidentité. Par ailleurs, V+ < kerpy par construction.
D’aprés i), on en déduit ker py = VL. Enfin, on a ker pyy L Im py et donc py est un projecteur
orthogonal.

Le point ii) est une application du point 7). O

On rappelle enfin un algorithme pour obtenir une base orthonormale :
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Proposition 3.7 (Algorithme de Gram-Schmidt). Soit (H, < -,- >) un espace préhilbertien,
et {x1,...x,} une famille libre finie de vecteurs de H.
On pose Fy := {0}, et pour k€ {1,...,p}, Fy := Vect{z1,...,x} ainsi que
ug = Tk — Pr,_, (Tk).
Alors la famille {u,...up} vérifie :

i) pour tout ke {1,...,p},

k—1
U = Tk Z<xk,u]> H JHQ
j=1
ii) la famille {u1,...,uy} est orthogonale,

iii) pour tout ke {1,...,p}, Vect {uy,...,ux} = Fj.

Démonstration. Le point i) provient de I’équation (22), par récurrence sur k. On démontre
également le point i4i) par récurrence, en observant que

Fyi1 = Vect{z1,... 2541} = F, ® Vect {zp11} = Fj ® Vect {ug41}.
Le point i) suit la preuve du iii). O
On en déduit

Corollaire 3.8. Dans un espace euclidien ou hermitien, toute famille orthonormale peut étre
complétée en une base orthonormeée.

Démonstration. Si F est une famille orthonormale d’un espace préhilbertien de dimension
finie, on la compléte en une base F’. Puis on applique le procédé de Gram-Schmidt a F’ pour
obtenir une base orthogonale qu’il suffit de normaliser. (Il

Les projections orthogonales permettent de minimiser les distances, et sont donc utiles en
optimisation.

Définition 3.9. Soit F' < H un sous-ensemble d’un espace préhilbertien (H,< -,- >) et
x € H. On appelle distance de = a F, noté d(z, F'), la quantité

d(xz, F) = inf ||z — f]].
(. F) = inf [lo — /]
Proposition 3.10. Soit (H,< -,- >) un espace préhilbertien et V. H un sous-espace de

dimension finie. Alors la fonction

dz,): V. — R
foe =l

admet un unique minimum en py(x).

Autrement dit, pour un sous-espace de dimension finie V' et z € H, la distance de z a V
est atteinte en la projection orthogonale de x sur V.

Démonstration. On pose la fonction

bp: V. — R
fo= f ==l
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La fonction ¢, est différentiable (il suffit de 1’écrire dans une base de V', qui est de dimension
fini). Son minimum, s’il existe, est un point critique.
Un tel minimum existe. En effet,

$u(v) = [Jo]]* + 2R < z,v > +[|z|?
et donc ¢, tend vers +o0 quand ||v|| — +00. Il existe donc R > 0 tel que, posant
K :={weV |||lw|| <R},

pour tout v ¢ K, ¢,(v) = ¢,(0). Comme K est compacte, ¢, atteint son minimum sur K.
Enfin, soit v € V' un minimum de ¢,. La différentielle de ¢, en u s’annule, soit

YVveV, <x —u,v>=0.
Autrement dit, z — u € V+, et donc nécessairement u = py (x), d’ou le résultat. ]

Remarque 3.11. Avec les notations de la Proposition 3.10,

[l |? llz = pv (@)1 + llpv ()[]”

- d(z, V)% + |Ipv(z)])?

et donc
d(z, F) < [[z]].

3.3. Projection dans un espace de Hilbert. Dans cette section, on considére (H, < -, >)
un espace de Hilbert et V' < H un sous-espace fermé (pas nécessairement de dimension finie).
On rappelle alors le Théoréeme 2.22 :

Théoréme 3.12. On a
Vee H, N, €V tel que z — vy € V.
Comme pour la Section 3.2, on posera pour tout € H la projection orthogonale sur V :
pv () := vy.
On a également :
Corollaire 3.13. L’espace H se décompose :
H=VaoVv™:
et en suivant la preuve du Théoréme 3.5, ii), on obtient :

Proposition 3.14. L’application py : H — V est un projecteur orthogonal de noyau V* et
d’image V.

Preuve du Théoréme 3.12. Soit x € H. On procéde en deux étapes :
1. Unicité . Supposons que x admettent deux décompositions

/ /
T=Vy + Wy =0, +wW,

avec (vg,v%) € V2 et (wg,w?) € (V52 Alors v, — v, = w!, —w, € VA VL Mais Vet V1
sont en somme directe, donc v, = vl et w, = wl,.

2. Existence. Le résultat est clair si V = H, on supposera donc V # H. De méme, si x € V,
on prend v, = = et on obtient le résultat. On supposera alors x ¢ V. On pose d := d(z, V)
la distance de x & V. Comme V est fermé et x ¢ V, d > 0 (sinon on obtiendrait une suite
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minimisante (z;);eny dans V telle que ||z; — x|| — 0 et on aurait x € V par fermeture). Pour
tout n € N*, par définition de la distance de & V, on peut fixer x,, € V tel que

1
(23) ||x—$n\|2<d2+ﬁ.

On va montrer que (,),en* converge vers la projection recherchée. On montre tout d’abord
que (Zn)nen# est de Cauchy. Pour tout n,m € N* avec l'identité du parallélogramme (ot de
la médiane) on obtient :

H$m_$n|’2 = 2(||x_5’3n|’2+‘|$_wm‘|2)_||2x_g$n+$m§||2
Tpn +X
= 2|z — zal]? + llz — 2|[?) — 4|J0 — 5 5 P
1 1
< 2d* + =~ + d* + —) — 4d?
n m
1 1
< 2(—+—).
nom

o . - . 1 Tn + T
Pour la premiére inégalité, on a utilisé le fait que —(z,+zy,) € V et donc d < ||z— (@0 + Tm) I

)

ainsi que l'inégalité (23). La suite (x,)nen est donc de Cauchy, et convergente car H est
complet. Comme V est fermé, sa limite, noté v,, est dans V. Reste & montrer que z —v, € V.
Soit v € V. On calcul < v,z — v, >. Pour cela, on note que par continuité de la norme,
et passage a la limite dans l'inégalité (23), ||z — v,|| = d. D’autre part, pour tout a € R,
vy + av €V et donc

? < |z — (vz + aw)]||?
< |z — |2 = 2R(< 2 — vy, v >) + 2| |v][?
< d? — 2R(< 2 — vz, av >) + o2||v||%

Donc pour tout « € R, le polynéme du second degré en o suivant est positif :
?||v]? = 2aR(< z — vy, v >) = 0.

On en déduit R(< = — vy, v >) = 0. Si H est réel, on a < z — v, v >= 0. Si H est complexe,
on procéde de méme avec v, + tav et on obtient < x — v, v >= 0. Ceci est vrai pour tout
veV, et onabien x — v, € VL. ]

Remarque 3.15. On a vu au cours de la preuve que la distance de x a V' est atteinte sur V en
un unique point, la projection orthonale de x sur V :

d(z,V) = [|lz — py (2)]].
On rappelle qu’en dimension finie, si E est un espace euclidien (resp hermitien), on a un
isomorphisme (resp. anti-isomorphisme) d’espaces euclidiens :
E — E*
a — (x—<z,a>).

Dans le cadre hilbertien, on a un résultat analogue pour le dual topologique de H, c’est & dire
L(H,K). C’est un corollaire du théoréme de projection. Ce résultat est connu sous le nom de
théoréme de représentationn de Riesz :

Théoréme 3.16 (Théoréeme de représentation de Riesz). Soit (H,< -,- >) un espace de
Hilbert et f € L(H,K). Il existe un unique yy € H tel que

Vee H, f(x) =<,y >.
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De plus, on a l’égaité des normes

Hyf|| = ||f||£(H,1K).

Réciproquement, soit y € H. Alors application

fy: H — K
x - <zy>

est une forme linéaire continue, de norme ||fyllzax) = l[yll-

Remarque 3.17. On notera que la dualité porte sur le dual topologique des formes linéaires et
continues L£(H,K), et non pas sur le dual algébrique L(H,K) des formes linéaires.

Corollaire 3.18. Un espace de Hilbert (H,||-||) est donc isométrique a son dual topologique
(L(H,K), || - [l x)) via Uapplication

H — L(H,K)
a — (r—<z,a>).

Remarque 3.19. Comme en dimension finie, cette application est R-linéaire mais seulement
C-anti-linéaire. On fera donc attention si I’on souhaire parler d’isomorphisme... On a tout de
méme que le bidual topologique de H est isomorphe & H. Cette propriété, appelée réflexivité,
est une propriété intéressante des espaces de Hilbert par rapport aux espaces de Banach qui
ne sont pas tous réfléxifs.

Preuve du théoréme 3.16. Soit f € L(H,K).
1. Unicité. Supposons qu'’il existe (y,2) € H? tel que

Vee H, f(z) =<z,y >=<uz,2>.

Alors, avec z =y — 2z, on obtient <y — 2,y — 2 >= 0 et donc y = z.

2. Existence. Posons V' = ker f. On peut supposer f # 0, sinon on prend y; = 0. On a alors
V # H. Notons également que f étant continue, V est fermé. Soit y € H\V. Par le théoréme
de projection orthogonale, il existe un unique v, € V' tel que yo :=y — vy € V+. On normalise
alors yg et on pose alors

yy f(yo) 0.
[lyol[?
Soit x € H. On peut décomposer x sous la forme
f(z) f(z)
=1 yr + Y
Fan™ " ™
avec f(a)
£ 1
“——ys € Vect{yp} <V
Flup?! Vet ool
“ /()
x
r— ———yrekerf=1V.
flyp™
f(z)

SizeV, f(x) =0et <z,yyf >=0.Sixze V-t alors x = T VI et un calcul direct montre
que f(z) =< z,yf >.
3. Egalité des normes. Par définition et d’aprés 1'étape 2,

I[fI| = sup [f(z)] = sup | <z, yp>]|
1

2]l < o] <1
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient ||f|| < ||yy||. Par ailleurs, ||f|| > f(éj—jjn) et
donc [[f]| = [lyyl]-

4. Réciproque. Pour y € H, 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que l'application f, est
bornée, de norme inférieure a ||y||. L’égalité des normes est obtenue par évaluation en ﬁ O
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4. Bases hilbertiennes

On va introduire un analogue hilbertien de la notion de base orthonormée d’un espace eu-
clidien ou hermitien.

4.1. Définition des bases hilbertiennes. Soit (H, < -,- >) un espace préhilbertien.

Définition 4.1. Une partie G < H est dite dense dans H si
Vhe H,VYe>0, dge G tel que ||lg —hl| <e.

Remarque 4.2. De maniére équivalente, G est dense dans H si I'une des propositions suivantes
est vérifiées

e tout élément de H est limite d’une suite d’éléments de G,

e la fermeture G de G est égale & H.

Définition 4.3. Une partie F' ¢ H de H est totale si ’ensemble des combinaisons linéaires
finies de F' est dense dans H :

{Zr: Nifi, reN, (\) e Kr, (f;) e F'} = H.
izl

On rappelle également :
Définition 4.4. Une famille de vecteur {e;,7 € I'} est dite orthonormée si
Vi,j € I2 , < €, €5 >= 51]

On généralise alors la notion de base orthonormée d’un espace euclidien ou hermitien & la
dimension quelconque :

Définition 4.5. Une base hilbertienne, ou base orthonormée, de (H, < -,- >) est une famille
orthonormée et totale de H.

Exemple 4.6. Si H est de dimension finie, une base hilbertienne est exactement une base
orthonormée.

Dans la définition de base hilbertienne, la liberté de la famille est assurée par I'orthogonalité
des vecteurs. L’aspect générateur de la famille est lui assuré par son caractére total. Dans la
pratique, on souhaiterait décomposer les vecteurs de H dans une base hilbertienne. Idéalement,
cette décomposition serait donnée sous la forme d’une limite de série. Pour cela, on aura besoin
de deux choses : assurer la convergence des séries d’une part, et d’autre part avoir une famille
totale dénombrable.

Définition 4.7. L’espace (H, < -, >) est dit séparable s’il admet une partie dense au plus
dénombrable.

Lemme 4.8. Si (H,< -,- >) admet une famille dénombrable {fi}ren totale, alors H est
séparable.

Démonstration. En effet, la famille {\fx, A € Q, k € N} est dense et dénombrable (prendre
A+ ip e Q+iQ dans le cas complexe). O

Voici un résultat d’existence de base hilbertienne dénombrables.

3Encore un avantage des espaces de Hilbert par rapport aux espaces préhilbertiens.
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Proposition 4.9. Tout espace de Hilbert séparable* de dimension infinie posséde une base
hilbertienne dénombrable.

Démonstration. Soit (H,< -,- >) un espace de Hilbert séparable. Par séparabilité, on peut
fixer (gn)nen dense dans H. On extrait alors par récurrence une sous-suite (gn, )ken de (gn)neN
telle que
i) VkeN, {gn,, 0 < j <k} est libre,

ii) Yk e N, Ey := Vect {gn,;, 0 < j < k} = Vect {g;, 0 < j < ny} et

iii) H=F ou E = Jycy Ex-
On orthonormalise la famille (gy,, ) keny obtenue avec le procédé de Gram-Schmidt, et I’on obtient
une famille (e, )keny orthonormée telle que pour tout & € N, {e,;, 0 < j < k} est une base
orthonormée de Ej. Reste & montrer que cette famille est totale. Soit x € H et soit € > 0. Par
densité de E, il existe e € E tel que ||z —e|| < €. Par ii7), il existe k tel que e € E}. Mais alors
e est combinaison linéaire finie des (e, )i<k. La famille est donc totale. ]

Proposition 4.10. Si (H, < -,- >) est un espace de Hilbert séparable, toute base hilbertienne
est au plus dénombrable.

Démonstration. Soit {e;, ¢ € I} une base hilbertienne de H. Il s’agit de montrer qu'il existe
une injection de I dans N. Par le théoréme de Pythagore,

Vi,jel? i+ 3, |le; —ejl| = V2.

D’autre part, H est séparable, donc on peut fixer une famille {fj, k¥ € N} dense dans H. En
particulier, pour tout ¢ € I, il existe n; € N tel que

V2
les = full <

L’inégalité triangulaire implique alors

V2 o= lei—ejll < e — full + s = Fusll + 1y — €51
V2 < | fne = fo || + 22

D’ou

S

Ve = Sl > %
et 1 — n; est injective. O

Remarque 4.11. On a en fait démontré que toute famille orthonormée dans un espace de
Hilbert séparable est au plus dénombrable.

Proposition 4.12. Soit (H,< -,- >) un espace de Hilbert muni d’une base hilbertienne {e;, i €
I}. Six e H vérifie
Viel, <z,e >=0,

alors x = 0.

Autrement dit, une base hilbertienne est une famille orthonormée maximale pour I'inclusion.

4En pratique, la plupart des espaces de Hilbert que I’on rencontrera, si ce n’est 'intégralité, seront séparables.
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Démonstration. Soit x € H tel que
Viel, , <xz,e; >=0.
Soit € > 0. Il existe une combinaison linéaire finie Z Ai€i, avec (Aj)ies € K7 telle que
e
o — > Nes| < e.
ieJ
Comme {e;, i € I} est orthognormée, et comme < x,e; >= 0 pour tout i € J, on a
e = 3% vl = [Je]? + 37 N2
e €]
Donc ||z|| < /€, pour tout € > 0. Nécessairement, = = 0. O
Corollaire 4.13. Soit (H,< -,- >) un espace de Hilbert séparable, et {e;, i € I} une base
hilbertienne de (H,< -,- >). Alors
e Soit dim H < 400, auquel cas I est de cardinal dim H .
e Soit dim H = 400 et I est dénombrable.

4.2. Décomposition de Fourier. Dans cette section, (H,< -,- >) désigne un espace de
Hilbert et I'on suppose qu'il existe {e;, i € I'} une base hilbertienne de (H, < -, >).

Définition 4.14. On définit, pour tout i € I, le i-éme coéfficient de Fourier ¢;(z) de = par
rapport a {e;, i € I} en posant
ci(z) ==<wx,e >.
Posons, pour tout J < I sous-ensemble fini de I, Ey := Vect {e;, j € J}. On peut reformuler
un résultat déja vu :

Proposition 4.15. Pour tout x € H, la projection orthogonale de x sur Ej est donnée par
e, () = Y cj(x)e;.
jed
On a donc
2 2
12 ci@)es|? < [l
jedJ
soit
Dl <we > <zl
jed
Par passage a la limite, on obtient 'inégalité de Bessel :
Proposition 4.16 (Inégalité de Bessel). Soit {fi, i € N} une famille orthonormée dénombrable
de H. Alors
Voe H, Y | < f; > > < |l
jeN

Corollaire 4.17. Supposons que {e;, i € N} soit une famille orthonormée dénombrable de H.

Alors la série
400
D ci(a)e;
§=0

converge dans H.
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Démonstration. D’aprés 'inégalité de Bessel, la série
+00
2
2, lej(@)]
j=0
est convergente, donc de Cauchy. Mais pour tout n,m € N2, n < m,

1Y} cs@el? = 3 les @)

et donc la suite (Z cj(x)ej)nen est de Cauchy dans H. Comme H est complet, on en déduit

7=0
le résultat. O

On peut enfin énoncer le théoréme de développement dans une base hilbertienne :

Théoréme 4.18. Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie.
i) Si {e;, i € N} est une base hilbertienne de (H,< -,- >), alors
+o0
(24) Va;eH,x:Z<a;,ei>ei.
i=0
il) Réciproquement, si {e;, i € N} est orthonormée, et si (24) est vérifiée, alors {e;, i € N}
est une base hilbertienne de (H, < -,- >).
iii) Si {e;, i € N} est une base hilbertienne de (H,< -,- >), alors on a l’égalité de Plan-
cherel :
00
(25) Voe H, [[o])* = )| <6 > [
i=0
et l’égalité de Parseval :

+00
(26) Vx,yeHZ,<x,y>=2<x,ei><y,ei>.
1=0
iv) Réciproqguement, si {e;, i € N} est une famille de vecteurs unitaires de H, et si (25)
est vérifiée, alors {e;, i € N} est une base hilbertienne de (H,< -,- >).

Démonstration. On procéde point par point, en suivant les notations de I’énoncé du théoréme.
1. Preuve de i). On a

oll 'on a posé
E,, = Vect {e;, 0 <i<n}.
Soit x € H et soit € > 0. Il existe NV € N tel que pour tout n = N on peut fixer x,, € F,, avec
||zn — || <e.
Or pout tout n = N,
|z = pE, (@) < [Jzn — =[|.
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On a donc montrer que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pout tout n > N,

n
||z — Z <z, e; > ejl| <e,
j=0

ce qui prouve 1).
2. Preuve de i1). La convergence de la série dans ’égalité (24) prouve que la famille {e;, i € N}
est totale. Comme elle est orthonormée par hypothése, c’est une base hilbertienne.
3. Preuve de iii). Soit (z,y) € H?. D’aprés ), et par continuité de la norme, on a

n n

lz||?> = || lim E <z e > ¢l = lim E | <z, > |
n—+00 4 n——+00 4

=0 1=0
ou l'on a utilisé la relation de Pythagore dans la derniére égalité. De méme, la continuité du

produit scalaire donne

n n n
<z,y>= lim < Z <z,e; > ei,Z <y,e; >e >= lim Z <z e > <Y, e >.
n—>tow 4 A n—+a0 4
=0 =0 =0
4. Preuve de iv). Si {e;, i € N} est unitaire et vérifie I'égalité de Plancherel, on a en particulier,
avec x = ¢; :
Vie N 112 = le:]]2 o 2
ieN, [lei]]” = [leill” + ), | < ei,ej > |
J#i
et donc pour tout 4,57 € N2 i # j, on a < e;,e; >= 0. La famille {e;, i € N} est donc
n

orthnormée. En particulier, pour x € H et n € N, la somme Z < x,ep > e est la projection

k=0
orthogonale de x sur Vect {e, k < n}. Donc

n

n
o= > <z en>exlP =|lzl]> = Y | <z >
k=0 k=0

Par hypotheése, le terme de droite tend vers zero, et donc {e;, i € N} vérifie (24). Par i), c’est
une base hilbertienne. g

On a également unicité du développement dans une base hilbertienne donnée, comme en
dimension finie :

Proposition 4.19. Soit {e;, i € N} une base hilbertienne d’un espace de Hilbert séparable
(H,< -,->). Si pour (\;)en € KN la série Z Aie; converge vers x € H alors pour tout i € N
ieN
on a
>\i =<xT,e >.

n
Démonstration. Soit i € N. La suite (< Z Ak€k, €; >)nen est constante égale a \; a partir du
k=0

rang ¢. Par continuité du produit scalaire, elle converge vers < x,e; >, d’ou le résultat. O

Du développement dans une base hilbertienne donnée, on déduit le théoréme suivant, qui
sera démontré en TD :

Théoréme 4.20 (Théoréme de Riesz-Fischer). Soit (H, < -, >) un espace de Hilbert séparable
de dimension infinie. Alors (H,< -,- >) est isométriquement isomorphe a I3 (K).
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En dimension finie, le choix d’une base orthonormale permet d’identifier un espace euclidien
(resp. hermitien) a I’espace R™ (resp. C™) muni de son produit standard. Le théoréme de Riesz-
Fischer est un analogue en dimension infinie, ou le modéle standard est l?\].
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5. Séries de Fourier

On va appliquer la théorie des espaces de Hilbert a I’étude des fonctions périodiques sur
R. Quitte a dilater I'espace des paramétres (c’est a dire faire un changement de variable), on
pourra se restreindre aux fonctions 2m-périodiques, identifiées aux fonctions sur le cercle S*.
On dénote la mesure de Lebesgue sur R par pu.

5.1. Définitions et propriétés élémentaires. On commence par introduire quelques es-
paces de fonctions étudiées dans cette section. On pose

C°(8") := {f e C°(R,C), Yx e R, f(z +2) = f(x)},
que l'on munit de la norme uniforme || - ||o, définie par
vf e CoSY), |Iflleo = sup |f(2)].
zeR
On rappelle
Proposition 5.1. L’espace vectoriel normé (C°(S1),|| - ||s) est un espace de Banach.
Exercice 5.2. Démontrer la proposition précédente.
On introduit également, pour p € {1,2} :
1 s
LP(SY) ;= {f :R — C, Lebesgue mesurable , 27 périodique , 2J |fIP du < +o0},
™ —Tr
LP(S1) == LP(SY)/ ~,
Ot la relation d’équivalence ~ est définie par
f~0< f=0u—pp.

Pour alléger les notations, on dénotera la classe de f € £P(S') par f. On introduit la norme
L?

2 J_,
On renvoit au cours d’intégration pour une démonstration de la proposition suivante :

Vf e I2(SY), 1]l = (1f |frpdu)”.

Proposition 5.3. L’espace vectoriel normé (LP(SY), || - ||p), pour p € {1,2}, est complet.

On rappelle® que L?(S') est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire

1 (7
Vf,gGLQ(Sl),<f,g>=f f§d,u

2 J_,

et que la famille {e,, n € Z} définie par e,(t) = ™ pour n € Z est une base hilbertienne de
(L?(SY), < -,- >). On a des injections continues :

Lemme 5.4. Les applications C°(S') — LP(S1), pour p € {1,2}, qui associent a toute fonction
de C°(SY) leur classe, sont des injections continues.

Démonstration. Cet opérateur est clairement linéaire, et injectif car si une fonction est nulle
1 — p.p et continue, elle est identiquement nulle. C’est un opérateur borné de norme 1. ]

On a également :

5Voir la feuille de TD 4
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Proposition 5.5. Si f € L?(S'), alors f € L'(S') et Uapplication obtenue L?*(S*) — L'(S')
est une injection continue.

Démonstration. Soit f € L2(S'). Comme [—7, 7] est compacte, la fonction constante 1 égale
a 1 pour tout = € R est dans L?(S'). Par Cauchy-Schwarz,

Lfll = (< 1fL e >) < [[fll2 [[1rl]2.
L’injection L2(S') < L'(S) est donc bornée. O
On pose également pour tout k£ € N*
ck(st) :=co(SY) n CH(R, C),
On rappelle qu'une fonction f : [a,b] — C est dite C* par morceaux si il existe une subdivision
a=x9<x] <...<x,=>bde|a,b] telle que :

i) les restrictions f|, [ sont de classe CF pour i€ {0,...,n — 1},

Lq,Ti+1
ii) pour tout j € {0,...,k}, la j-éme dérivé f () admet une limite & gauche et a droite en

x;, pour i € {0,...,n}.

Remarque 5.6. Si une fonction f : R — C est 2w-périodique, connaitre f revient & connaitre
sa restriciton a [—m, 7]. On peut alors parler de fonction réguliére par morceaux et périodique
sur R.

On pose enfin
C,];(Sl) ={f:R—-C, C* par morceaux et 2r — périodique }.

Remarque 5.7. Si 'on munit I'espace CY,(S1) de la norme uniforme, les injections C2,(S') —
LP(S1) pour p € {1,2} sont également continues.

On va introduire les coefficients de Fourier pour les fonctions de L!(S1).

Définition 5.8. Soit f € L'(S'). Pour n € Z, le n-éme coefficient de Fourier ¢, (f) de f est
défini par

1 (7 .

en(f)) =< fren >:= Py f(t) e ™ du(t).
a —T
On note que ces coefficients sont bien définis par intégrabilité de f, ce qui donne un sens

au “produit scalaire” < f,e, > (f est supposée seulement dans L!(S1)). On liste ici quelques
propriétés élémentaires des coefficients de Fourier.

Lemme 5.9. Soit f € C2(SY) et a € R. On définit g € CO,(SY) par g(t) = f(t +a), t € R.
Alors
Vn € Z, cn(g) = e cn(f).

Démonstration. Simple calcul reposant sur une translation de la variable d’intégration, la
relation de Chasles pour I'intégrale et la périodicité de f. O

Lemme 5.10. Soit f € C*(S'). Alors
Vn e Z, Cn(f/) = inc,(f).

Démonstration. On calcul les coefficients de Fourier de f’ a aide de ceux de f en intégrant
par partie. La périodicité de f donne le résultat. ]
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Définition 5.11. Soit f € L'(S'). Pour N € N, on appelle N-¢éme somme de Fourier de f le
polynéme trigonométrique Py (f) défini par

Ve R, Py(f)(x) = >, c(f)e™™.

On va donner une écriture réelle des sommes de Fourier de f € L'(S!). Pour n € N*,

N (e = o [ FOE) ) duge),
Or
et=) 4 o= (t=2) — 9 cos(n(t — ) = 2 cos(nt) cos(nz) + 2sin(nt) sin(nz),
d’ou
ea()e™™ + en(f)E® = an(f) cos(nz) + bu(f) sin(na),
anf) 1=~ [ 7(0) cos(nt) dutt)
et
(f) == | (2) sin(ne) due)

On pose également

T
et I'on obtient ’écriture réelle :
N
(27) VN eN, Vz eR, Py(f)(z) = 50 > aw(f) cos(kx) + by(f) sin(kz).

k=1
On a en particulier :
Lemme 5.12. Si f € L'(SY) est a valeurs réelles,
VneN, a,(f) = 2R(cn(f)) et Vn e N*, b, (f) = —2F(en(f)).
Enfin,

Lemme 5.13. Si f € L'(S') a un représentant

e paire sur | — w, [, alors pour tout n € N*, b, (f) = O
e impaire sur | — m, [, alors pour tout n € N, a,(f) =

Un intérét des séries Fourier est de décomposer un signal périodique en somme de signaux
plus simples. Il s’agit de donner un sens précis a la décomposition, c’est a dire comparer la
série donnée par les sommes de Fourier partielles & la fonction initialle. On va tout d’abord

étudier la convergence dans L?(S1).
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5.2. Théorie L?. On résume ici un résultat de la section précédente, la décomposition dans
une base hilbertienne, appliqué a la famille {e,, n € Z}.
Théoréme 5.14. Soit f € L*(SY).

i) Pour tout N € N, Py(f) est la projection orthogonale dans (L?(S'), < -,- >) de f sur
Uespace Vect {e,, |n| < N}.
il) Pour tout N € N, on a l'inégalité de Bessel :

N

S lealfIP < 5 [ 1P a

k=—N

iii) L’égalité de Parseval est vérifiée :

+00 N 1 T
2. _ 1 2 _ 2
DlelNPi= Jim Y NP =5 [ 15
—® k=—N
iv) La suite de sommes partielles (P (f))nen converge vers f dans (L2(S1), || - ||2)-

Remarque 5.15. Les résultats précédants n’'impliquent pas que (Pn(f)(z))nen converge vers
f(x) pour un z donné. D’ailleurs, pour f € L?(S'), f(x) n’est & priori pas défini.

Corollaire 5.16. Soit f € L?>(S'). Alors
lim ¢,(f) =0.

[n|—-+00

Démonstration. D’un c6té, on a par la formule de Parseval

N N-1
lim 7 fe(N)P = dim Y0 fea( )P = [IF1 = [I£]3 = 0.
N—+0o0 P N—+o0 b N1
D’autre part,
N N-1
. 20 2 _ 2 2
G k_Z_]N len(F)P = JJim k__ZNH en (NP = Jimfen() + le-n(F).

Corollaire 5.17 (Riemann-Lebesgue). Soit g € L?([a,b]). On pose, pour n € Z,

b
I - f o) €™ du(t),

a

b
JIp 1= J g(t) cos(nt) du(t)

a

et
b

K, = J g(t) sin(nt) du(t).

a

Alors
lim I,= lm J,= lim K,=0.

[n|]—+00 [n|—+00 [n|]—+00
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1 1
Démonstration. Comme J,, = 5(171 +1_,)et K, = 2—(In —I_,), il suffit de traiter le cas de
i
I,.

Premier cas : b—a < 27. On défini alors f € L?(S') par
Vte [CL, b]7 f(t) = g(t)7 vt E]b,a + 277[7 f(t) =0,

que l'on étend par périodicité. On remarque alors que I, = ¢,(f), et P'on conclut par le
corollaire précédent.

Deuziéme cas : b—a = 2m. On découpe alors [a, b] en un nombre fini d’intervalles de longueur
strictement plus petite que 27, et on applique le permier cas sur chacun de ces intervalles. [

5.3. Convergence simple, uniforme. On souhaite désormais donner un sens a la quantité
lim P, x
Jim Py(f)(@)
pour x € R.

Proposition 5.18. Soit (cp)nez € CZ et définissons pour n € N la série trigonométrique
N

Sn(x) = 2 cn€™ de L2(SY). Si (Sn)Nen converge uniformément sur R vers une fontion
n=—N
S: R — C, alors nécessairement, pour tout N € N, Sy = Py(95).

Autrement dit, si une série trigonométrique converge uniformément, elle est la série de
Fourier de sa somme. En terme de convergence uniforme, les seules séries trigonométriques
qui existent sont des séries de Fourier.

Démonstration. Soit n € Z. Pour N > In|, on a ¢, =< Sn,ep, >= cn(Sn). D’autre part,
(Sn(z)e™"") yen converge uniformément vers S(z)e™""* sur [—7, 7]. Donc

cp = lim ! J Sy (x) e du(z) = ca(S).

N—+00 2

O
n
Corollaire 5.19. Soit f € L*(SY). Si la limite lirJIrl Z lek(f)] < +00 est finie, alors la
n——+0o0
=—n
classe de f admet un représentant continu limite uniforme de ses sommes partielles de Fourier.

Démonstration. Par hypothése sur (¢, (f))nez, la suite des sommes partielles (P, (f))nen est de
Cauchy dans (C°(S1),||-||so)- Cet espace est complet, donc (P, (f))nen converge uniformément
sur R vers une fonction continue g. D’aprés la proposition précédente, P,(f) = P,(g) pour
tout n € N. Par injection continue de C°(S') dans L?(S'), (P.(g))nen converge vers g dans
L?(S'). Par unicité de la limite, f = g dans L?(S?!). O

Le théoréme suivant existe dans une version plus générale (Llloc pour les intimes). On en
démontre une version quelque peu allégée. Pour une fonction f € CO ([a,b]) et x € [a,b] on
posera f(z) (resp. f(z7)) la limite de f & droite en z (resp. a gauche en x).

Théoréme 5.20 (Théoréme de Dirichlet). Soit f € CL(S'). Alors (Pn(f))nen converge

simplement sur R. Plus précisément, pour tout x € R,

400

lim Pyn(f)(z)= ) cn(f)e”””=%(f(x*)+f(f)).

N—+00
n=—o
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Remarque 5.21. On verra en TD que si 'on suppose de plus que la fonction f est continue sur
R, alors les sommes de Fourier partielles (Py(f))nen convergent uniformément vers f sur R.

Le reste de cette section est dédié a la preuve du théoréme de Dirichlet. On introduit
au passage des outils, le produit de convolution et le noyau de Dirichlet, qui ont un intérét
indépendamment du théoréme.

Définition 5.22. Soit f, g € C%(S!). Le produit de convolution de f et g est la fonction f * g
définie par
1 s
Ve eR, fxg(x) = - (t) g(x —t) dp(t).

o -

Remarque 5.23. Le produit de convolution n’est pas toujours pondéré (ici par %), et existe

aussi sur d’autres ensembles de définition (ici [—m, 7]).
La preuve de la proposition suivante sera vue en TD.
Proposition 5.24. Soit f € CO,(S') et g CO(SY). Alors f+g=gx* f et f+geCO(Sh).

Définition 5.25 (Noyau de Dirichlet). Soit N € N. On appelle N-éme noyau de Dirichlet la

fonction définie sur R par
N

VzeR, Dy(x) = Z etk
k=—N
La preuve du lemme suivant est laissée au lecteur :

Lemme 5.26. Le noyau de Dirichlet vérifie les propriétés suivantes, pour tout N € N :
i)
1 ™
— Dy dp =1,
2

i) -
sin((2N +1)%)

t

Ve R\2nZ, Dx(t) = = s
2

iii)
Vt € 2nZ, Dy(t) = 2N + 1.

Le lien entre les sommes partielles de Fourier et le noyau de Dirichlet est donné par le
produit de convolution :

Lemme 5.27. Soit f € CO(SY). Alors
VN eN, Py(f) = Dn = .

Démonstration. Soit N € N et soit z € R,

N T
Py(f)) = )] (% R0 eIkt (1)) ek
klz ]\7fr N A
= % f(t) ( Z ezk(a:—t)) dﬂ(t)
- k=—N

- 5| fO Dy au
= f *DN(.T)
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n

Preuve du théoréme de Dirichlet. 11 suffit de montrer le résultat pour x = 0, le cas général
s’en déduit par translation.
Premier cas : f continue en 0. Dans ce cas,
_ 1 _
F(07) = (07) = S(f(07) + f(07)) = f(0).
Il s’agit donc de montrer que Nlim Pn(f)(0) = £(0). On utilise les lemmes 5.27 et 5.26 :
—+a0

Pv(O =10 = Dy»s0 =10
= oo | DN f(=t)du(t) = FO)5— | Dn(t) du(t)
_ = j D (t) (F(—t) = £(0)) du(t).

On définit alors la fonction 27-périodique h : R — C par
f(=t) = f(0)
sin(4)
On va montrer que h est bien définie et est continue par morceaux sur R. On aura par ailleurs,
d’aprés le lemme 5.26 :

h(0) = 0 et Vt € [—m, 7]\{0}, h(t) =

(28) PA(HO) = £0) = 5= [ sin(2N + )3 h(0) dut).

2 J_,

Comme f est C' par morceau et continue en 0, il existe § > 0 tel que f est continue sur

[0,6] et C! sur ]0,6]. D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout ¢t > 0 on peut
t
fixer ¢; €] — ¢,0[ tel que f(—t) — f(0) = —tf'(c;) et donc tel que h(t) = —f’(ct)ﬁ.
sin(%
2
Comme f est C! par morceaux, f’ admet une limite & gauche en 0. D’oil %in% f'(ct) = f(07)
et }ir% h(t) = —2f/(07). On raisonne de méme en 0% et on en déduit que h est continue par

morceau, et donc dans l'espace L2(S1). De I'équation (28) on déduit

T

Py()(0) = F(0) = = J " (V) cos(5) h() du(t) + % J cos(Nt)sin(5) h(t) dyuc).

27 — -7

t t
Les fonctions ¢ — COS(§)h(t) et t — sin(i)h(t) étant dans L?(S!), par le lemme de Riemman-
Lebesgue on en déduit que Nlim Pn(f)(0) = f(0).
—+00
Deuzieme cas : f discontinue en 0. On introduit alors la fonction f définie par

(@) + F(—a))
(F05) F £(07))
2

si x¢ 217
Ve eR, fo(x) =

si xe2nZ

et la fonction f; définie par

(f(x) = f(==2))
S1 €T € 4T
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Par construction f = fy + f1 en dehors de 277Z et par hypothése fo et fi appartiennent a
espace C},(S1). Mais alors
1 T
Pyn(f)(0) = 5 | D) f(=t) dp(t)
1
= o || Do) o) + -0 dute)
7T1 -
- 5| @
™ —Tr

car Dy est paire et fi est impaire. Enfin, fy est continue en 0 et on se raméne au premier cas
pour conclure. O
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6. Transformée de Fourier

On a vu dans la section précédente que les séries de Fourier permettent de décomposer les
fonctions périodiques en séries trigonométriques. On a par exemple pour une fonction f de
classe C! par morceaux et continue, périodique de période T' > 0

+00
(29) VreR, f(z)= Y. ea(f)em T,
ou ici )
(30) enl(f) = ;fT F(t) e 2Tt gt

Cette décomposition permet de remplacer le signal périodique f par des harmoniques, les
fonctions ¢, (f )e""%ﬁx, et d’obtenir par exemple son spectre de fréquences (donné par les am-
plitudes, ou modules des coefficiens de Fourier, en fonction de la fréquence). On souhaite
étendre ce procédé aux fonctions non-périodiques sur R. L’idée initiale est qu’une fonction

définie sur R peut étre vue comme une fonction de période infinie. L’ensemble des fréquences
d’une fonction T' périodique est {T’ n € N}. On remarque que cet ensemble “augmente” avec

T (comparer les cas T et 2T'), et quand T" — +00, cet ensemble couvre toutes les fréquences
possible. On passe alors d’un ensemble discret & un ensemble continu de fréquences, ce qui
motive le passage d’une série & une intégrale. Quand on fait tendre 7" vers +00, d’un point
de vue heuristique, on voudra remplacer la formule (29) par la formule suivante (on fait un

changement de variable d§ = d—n) :

T
+00 '
flz) = f ce(f) ¥ T

—00
Les “coeflicients de Fourier” c¢(f) seront obtenu en faisant tendre T" vers 400 dans la formule
(30), ce qui donnera
+00  ptoo . '
f@= [ (| ey e ag
—00 —00
On introduira alors la transformée de Fourier de f :

A +w .
Emf©= | fmerar

qui jouera le role des coefficients de Fourier pour les fonctions réelles non-nécessairement pé-
riodiques. Le but de cette section est de rendre ces arguments rigoureux, et de montrer que
sur l'espace L?(R), la transformée de Fourier est une isométrie. On comparera ce résultat
au théoréme de Riesz-Fischer (Théoréme 4.20) qui donnait en particulier une isométrie via

application f — (cn(f))nez.-

6.1. Définition de la transformée de Fourier. On introduit les espaces LP(R) pour p €

{1,2}:

+o0
LP(R) :={f:R — C, Lebesgue mesurable , f |fIP dp < 400},
—o0
ainsi que
LP(R) := LP(R)/ ~,
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ou la relation d’équivalence ~ est définie par

f~0< f=0pu—pp
Pour alléger les notations, on dénotera la classe de f € LP(R) par f. On introduit le produit
scalaire sur L? :

+00
Vf,ge L*(R), < f.g >= fadu,
—00
et la norme || - ||; sur LY(R) :
+0o0
vfe L\(R), [Iflh :j |l dn,
—0

On renvoit au cours d’intégration pour une démonstration de la proposition suivante :
Proposition 6.1. Les espaces (L?(R), < -,- >) et (L'(R),|| - ||1) sont complets.
On va commencer par introduire la transformée de Fourier sur 'espace L!(R) :

Définition 6.2. Soit f € L'(R). On définit la transformée de Fourier f de f par
(31) VEER, F(©) = | fla) e dula),

Remarque 6.3. On utilisera parfois aussi la notation F(f) pour la transformée de Fourier.

Proposition 6.4. Soit f € L'(R). Sa transformée de Fourier est bien définie, continue et
bornée par || fl]1-

On verra des exemples classiques de transformées de Fourier en TD.

Remarque 6.5. La transformée de Fourier induit donc un opérateur linéaire continu :

Fo (LHR) ) — (COR,C), ] - fleo)

f > f
Démonstration. 1l est claire que f ne dépend pas du choix de représentant de f € L'(R), et que
c’est une fonction bornée par || f||1. Soit £ € R et (&, )nen une suite de réels qui converge vers &.
La suite de fontions mesurables z — f(z)e~2™% converge simplement vers x — f(x)e” 277,
Par ailleurs, on a ’estimation uniforme

¥neN, Ve e R, |f(z) e ™| < [ f(2)],

et la fonction f est intégrable. Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient
lirf f(&n) = f(§) et f est bien continue. O
n——+0o0

Remarque 6.6. On rappelle ici si nécessaire I’énoncer du théoréme de convergence dominée.
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables sur R. On suppose que

(1) La suite (fn)nen converge simplement vers une fonction mesurable f,
(2) La suite (fy)nen est uniformément bornée par une fonction intégrable g, c’est a dire
qu'il existe g € L1(R) telle que

VneN, VzeR, |fn(z)] < g(z).

Alors les éléments de la suite (fy,)nen ainsi que f sont intégrables et (f,)nen converge vers f
dans (L'(R), || - []).
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On a déja remarqué que l'opérateur transformation de Fourier F était linéaire. On liste
quelques autres propriétés utiles de cet opérateur :

Proposition 6.7. Soit f € L1(R). Si f est dérivable et si f' € L}(R), alors
VEeR, F(f)(€) = 2im& F(£)(E)-
Si la fonction g : x — xf(z) est dans L*(R) alors F(f) est dérivable et
d .
VEeR, dz}'(f)(ﬁ) = —2im F(9)($)-
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 6.8. Soit f € LY(R). Si f est dérivable et si f' € LY(R). Alors
lim f(z)=0.

|z|—>+00
Démonstration. On traite le cas de la limite en +00, le cas —oo étant identique. Comme f est
dérivable en tout point de R, et f' € L1(R), on a’ pour tout z € R

f(2) = F(0) + jo " p(e) .

Mais alors comme f’ € £!(R), f admet une limite en +o0 :
+oo

L= lim ) =fO)+ | f)
0

On va montrer que [ = 0. Supposons par 'absurde que [ # 0. Quitte & raisonner avec —f, on
peut supposer [ > 0. On peut donc fixer € > 0 tel que [ — € > 0. Mais f converge vers [, donc
il existe R > 0 tel que pour tout x > R, [ — e < f(x) <l + €. En particulier,

A A
+00 = lim l—edr < lim f(t) dt,
A—+0o0 R A—+0 R
ce qui contredit le fait que f soit intégrable. O

Preuve de la proposition 6.7. Supposons f € L}(R) dérivable sur R, de dérivée f' € LY(R).
Soit & € R. Alors par intégration par partie
+R

F(fE) = RET@ f'(z) e 2728 g
_ lim [f(a:) einx£]+Rf 22-7_‘_5 lim JJer(x) 62i7rz£ dz
N R—+0 -R R—+o0 R
= lim (F(R)e™ ™ = f(=R)e ™) + 2umEF(/)(©)

Par le lemme 6.8 on obtient

2 f@))e) = 2im F((E).

Si on suppose désormais que la fonction x — zf(z) est dans £'(R), on a pour £ € R :

HELD =IO [ o) o7 oo, ) o

F(

6Ceci est bien connu si f' est continue. Pour le cas f’ € £L'(R), plus difficile, on renvoit a 'ouvrage de Rudin
“Analyse réelle et complexe”.
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ou l'on a posé
ef2i7rh:v -1

¢($7h) = h

Les fonctions mesurables ¢(-, h) convergent vers la fonction mesurable x — —2irz quand h
tend vers 0. Par ailleurs, on a une estimation uniforme :

Vh e R*, Vx e R, |p(x, h)| < |z|.

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue’, on a par passage a la limite quand &
tend vers O :

(f)'(&) = —2im F(9)(€),
en posant, pour tout x € R, g(x) = = f(x). O

On définit, pour a € R et pour f € £!(R), la fonction translatée 7, f € L}(R) :
Tof 12— f(z —a).
On a alors :
Proposition 6.9. Soit f € L1(R) et soit a € R. Pour tout £ € R,
F(raf)(€) = e 2™ F(f)(©).
Si on pose pour x € R, la fonction g(x) = €™ f(x), alors pour tout £ € R :
F(9)(§) = wF(f)() = F(f)(§ —a).
Enfin, si on pose pour tout x € R la fonction fq(x) := f(ax), on a pour tout £ € R :

Flr©) = - F(N).

a
Démonstration. Simples changements de variable. ([l

Définition 6.10. On définit le produit de convolution f % g de deux fonctions f, g € L' par
la formule

Fra@ = [ 10 gla =0 a
Lemme 6.11. Soit (f,g) € L'(R). Alors leur produit de convolution est bien défini et f % g €
L1(R).

Démonstration. La preuve repose sur le théoréme de Fubini, et I’on renvoit au cours d’inté-
gration, ou au livre “Analyse réelle et complexe” de Rudin pour une preuve détaillée. O

Remarque 6.12. On rappelle au besoin une version du théoréme de Fubini que 'on utilisera
par la suite. Soit f : R x R — C une fonction Lebesgue-mesurable. Alors les fonctions :

z f (@, 9)] duly) et y — f (@ 9)] d(z)
R R

sont Lebesgue-mesurables. On a égalité (dans [0, +0]) :

[ irewiaexwen = [ ([ enla) a = [ ([ 1l ) a)

En particulier, si I'une des intégrales ci-dessus est finie, alors les trois le sont et f est intégrable.

"Le théoréme de Lebesgue s’applique a priori pour des suites de fonctions. Dans notre cas, on a pour toute

suite (An)nen qui tend vers 0 : lim w

= —inf xf(z) e ™ dz, ce qui permet de conclure.
n— +0o0 hn R
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Proposition 6.13. Soient f,g deuz fonctions de L'(R). Alors

F(f=g)=F(f) F(9)

Démonstration. Simple application du théoréme de Fubini. O

6.2. Inversion. On va démontrer une formule d’inversion pour la transformée de Fourier,
analogue & la formule

400

f@) =Y ealf) e

n=—00
du théoréme de Dirichlet. Notre démonstration reposera sur la formule suivante :

Théoréme 6.14 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f € L1(R) n C°(R,C) une fonction
intégrable et continue sur R. On suppose de plus :

i) Pour tout (a,b) € R?, a < b, Z f(z + 27n) converge normalement sur [a,b],
nez

SN
ii) La série Z f(==) est absolument convergente .
nez 2m

Alors
Ve eR, 27 Z f(x+2mn) = Z f(ﬂ) e,
neZ

2
neZ &

Dans I’'énoncé ci-dessus, les sommes sur Z sont au sens des familles sommables.

Remarque 6.15. On rappelle qu’une famille (2,,),cz € C% est sommable s'il existe S € C tel
que pour tout € > 0, il existe J, < Z fini tel que pour tout J < Z fini, si J. < J, alors

|le - Sl <e
€]

Dans ce cas, S est appelé la limite de la famille (x,)nez. Une telle limite est unique. Une

série Z x,, est dite absolument convergente si la famille (|z,|)nez est sommable. De maniére

nez
équivalente, ’ensemble des sommes finies

{Z |zn|, J < Zﬁni}
neJ

est borné, auquel cas sa limite est sa borne supérieure. On généralise de méme les notions de
convergences simples, uniformes et normales au séries indéxées par Z.

Démonstration. Par hypothése i), la fonction

x— F(x) = Zf(:z:+27m)

nez
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est bien définie et continue sur R, et est 2m-périodique. Ces coeflicients de Fourier sont donnés
par :

1 (" .
VmeZ, cpn(F) = o J Z f(z+2mn) e " dx
™ —T

nez

= QL j Z flz + 2wn) e”mEH2m) gy
m —T

A

1 (7 ;
= — fx + 2mn) e~mEH2m™) gy

1 2mn+m

= D= F(t) e™™ dt

1 ~m
_ I,
Dans la troisiéme égalité, on a utilisé la convergence normale. La quatriéme s’obtient par

changement de variable. Par hypothése ii), et d’apreés le corollaire 5.19, F' est somme uniforme
de sa série de Fourier, d’oil le résultat. (|

On en déduit une formule d’inversion pour la transformée de Fourier :

Théoréme 6.16. Soit f € L1(R) n CO(R,C) une fonction intégrable et continue sur R. On
suppose de plus :

i) Pour tout (a,b) e R?, a < b, Z f(z + 2mn) converge normalement sur [a,b],

nez
ii) pour tout (a,b) € R? a < b, Z fle+ 23) converge normalement sur [a, b].
7T
nez
Alors
(32) Vo R, (o) = | f6) e,
R

On posera pour g € L'(R), pour tout x € R,

(33) Fg)(x) = ng@) 2 g,

La formule (32) se lit alors :
FoF(f)=f

pour toute fonction f satisfaisant les hypothéses du théoréme.

Démonstration. Soit 7 € R. Par hypothéses i) et ii), on peut appliquer la formule sommatoire
de Poisson & la fonction

iTT

g:x— f(z)e
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D’aprés les propriétés de la transformée de Fourier, pour tout £ € R,
. p T
96 = fe+ ).
7r
On obtient donc, aprés multiplication par /™ :
; ST
92 +9 —2imTn _ Z(TL+T)£E'
=3 fa + 2mn)e SR

neZ neZ

Le membre de gauche est une série de Fourier par rapport a la variable 277, dont les coefficients
(27 f (x + 27n) ) nez forment une série absolument convergente. En particulier, le coefficient ¢y,
égal & 27 f(x) est donné par

27 f () f21 Z f(nT—L:-)eix(n+T) dr

T2 nez
n+

- X [ f@erea

neZ 27

Nl

S G
R
d’ou le résultat. OJ

Remarque 6.17. On verra en TD que les fonctions de classe C2 a support compact sur R
satisfont aux hypothéses du Théoréme 6.16.

On admettra la version plus générale de la formule d’inversion :

Théoréme 6.18. Soit f € LY(R). Si f € LX(R), alors la fonction g définie par

o | o) et e
R
est continue, et f = g pour presque tout x.

En particulier, si f € £1(R) est continue, et si f € £L1(R), on a
VoeR, f(o) = | f©) ¥ de.
R

Corollaire 6.19. Si f € L'(R) et si f =0, alors f(x) = 0 pour presque tout x € R.
Autrement dit, la transformée de Fourier est une injection de L*(R) dans C°(R, C).

6.3. Théorie L?. On commence par un analogue de la formule de Parseval dans le cadre de
la transformation de Fourier :

Théoréme 6.20 (Formule de Plancherel). Soit f € L'(R) n CO(R, C) une fonction intégrable
et continue sur R. On suppose de plus :

i) Pour tout (a,b) € R?, a < b, Z f(z + 27n) converge normalement sur [a,b],
nez
ii) pour tout (a,b) € R%, a < b, 2 f(e+ 23) converge normalement sur [a,b].
T

nez

Alors
(34) fR (@) da = fR ) de.
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Remarque 6.21. L’égalité (34) est une égalité entre quantités finies. En effet, sous les hypo-
theéses du théoréme, pour N € N,

2N +7 N T N
j |f ()| do = Z J |f(x + 2mn)|? dr < 27 Z sup |f(- + 2mn)[*.
n=—N"Y"T

—2rN—7 n=_nN [=m7]

L’intégrale f |f(2)|? dz est donc finie car par hypothése Z sup |f(-+ 2mn)| < +o0 et donc
R nez [=m]

Z sup |f(- + 2mn)[* < 4o (on rappelle que I}(C) < 12(C)).

nez [=m]

Démonstration. On utilise comme dans la preuve du Théoréme 6.16 les coeflicients de Fourier

(cn)nez = (27 f(x + 2mn))nez (par rapport a la variable 277) de la fonction

20t Z f(.%‘ + 27Tn)€—2i777n _ Z f(%) ei(n-‘rT)a:.

nez neZ

L’identité de Parseval donne

4 Y| f (@ + 2mn)

Z ‘Cn‘z

nez L neZ
_ 2 gt T ix(n+7)|2
— f_1|2f( 5 Je |“ dr
2, nez
2 AN+ T
— J ) ‘ Z f(727r )etn®|? dr.
T2 nez
On a donc avec la relation de Chasles pour I'intégrale
T
47T2f F@)Pdz — 4w2f S (o + 2mn) 2 da
R T nez
T o3 M AT o
= ——)e"™* |7 dr dx.
| S e aras

Par le théoréme de Fubini, on peut intervertir 'ordre d’intégration. Par ailleurs, la formule de
Parseval nous donne également

|1 T e de = 2m 1A

T nez nez

donc

I
DN
=)

| :

=
S
F+
\]

T

QU

A2 JR 1 (2)[2 da

4 fR FOP de.
]

Remarque 6.22. On rappelle que I'espace des fonctions vérifiant les hypothéses du Théoréme
6.20 n’est pas vide et contient les fonctions de classe C? a support compact sur R.

On va définir la transformée de Fourier sur I'espace L?(R) par densité. On utilisera un
résultat que 'on admettra (on renvoit au cours d’intégration pour une preuve) :



44

Théoréme 6.23. L’ensemble des fonctions lisses a support compact CP (R, C) est dense dans
(LP(R), || - [lp) pour p e {1,2}.

Remarque 6.24. Attention, contrairement & I'espace des fonctions périodiques, il n’existe pas
d’ordre entre L'(R) et L%(R).

On va alors définir la transformée de Fourier d’une fonction f € L?(R) :

Théoréme 6.25. [l existe un unique opérateur linéaire continu
F:L*[R) - L*(R)
dont la restriction & CP(R,C) soit égal a la transformée de Fourier. Cet opérateur est une

isométrie pour || - ||2.

Démonstration. Soit f € L?(R). D’aprés le Théoréme 6.23, il existe une suite (f,)nen de
fonctions lisses & support compact qui converge vers f dans L?(R) (on sous-entend la norme
|| - []2). Pour tout n,m € N2, f, — f,, est en particulier C* & support compact et satisfait donc
les hypothéses du théoréme de Plancherel (Théoréme 6.20). Donc pour tout n,m € N2,

Comme (fp,)nen est convergente, elle est de Cauchy dans L?(R) et la suite (F(fn))nen est
donc également de Cauchy dans L?(R). Elle admet donc une limite F' € L?(R). Cette limite
est indépendante de la suite (f,)nen choisie, car si (gn)nen est une autre suite de fonctions
lisses & support compact qui converge vers f dans L?(R), on a

| F(fn) = Flgn)ll2 = |Ifn — gnll2
et donc par passage a la limite F' = lirf F(fn) = lirf F(gn). On pose alors F(f) = F, et
n—+0o0 n—+0o0
F : L*(R) — L?(R) est 'unique extension continue de la transformée de Fourier sur C*(R, C)

a L2(R). Par linéarité de la limite et de la transformée de Fourier, cet opérateur est linéraire.
Enfin, un passage a la limite dans 1’égalité

[ fnll2 = [IF(f)ll2
montre que F est une isométrie. ]

L’opérateur étendu sera encore appelé transformée de Fourier. De la méme maniére, on
peut étendre uniquement l'opérateur conjugué F (cf équation (33)) en un opérateur linéaire
continu de L?(R). On a alors

Proposition 6.26. Sur l’espace L*(R) on a la formule d’inversion :
FoF =1Id

Démonstration. On sait que la formule d’inversion (32) est valable sur 'espace des fonctions
C? a support compact. Donc en particulier, sur C°(R, C) on a

FoF =1d.
Le résultat s’obtient alors par densité et passage a la limite. O

Remarque 6.27. Attention, la formule (32) n’est pas valable sur L?(R). En effet elle suppose
la fonction f intégrable, ce qui n’est pas assuré sur L?(R). Les opérateurs F et F ont été
étendus & L?(R), ce qui ne signifie pas que la formule (31) soit valable sur L?(R).



