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Feuille TD 5 — Opérateurs compacts, spectre

Dans tous les exercices, (E,|| - ||g) et (F,|| - ||r) désignent des espaces de Banach. L’espace
des opérateurs linéaires continues de E dans F' est noté L(FE, F) et I'espace des opérateurs
compacts de E dans F' est noté C(E, F'). SiT € L(FE), on désigne par

e p(T):={NeR, (T — AId) est inversible} 'ensemble résolvant de T,
e 0(T): =R\ p(T) le spectre de T,

o EV(T):={X e R, ker(T — AId) # 0} I'ensemble des valeurs propres de 7.

Exercice 1
On suppose dim(F) = +oo. Soit T' € (E, F). Montrer qu’il existe une suite (uy)nen de E
telle que pour tout n € N, |ju,||g =1 et lirf || T (un)||F = 0.

n—-—+0oo

Exercice 2

Soit (An)nen une suite de réels positifs telle que 11111 An = 0. On définit
n—-—+0o0

+oo
V= { (un)nen € RY| Z Anltn|? < 400 }.

n=0

On munit V' du produit scalaire

“+00
(u,v) = Z AnlnUp,.
n=0

Montrer que (V, (+,-)) est un espace de Hilbert et que I'injection V' C I%(R) est compacte.

Exercice 3
Soit T' € KC(E, F'). On suppose ImT fermée.

1. Montrer que T est de rang fini.

2. Montrer de plus que si I’on suppose dim ker T < +o00, alors dim £ < 4o0.

Exercice 4
Soit T' € L(E) avec ||T|| < 1.

1. Montrer que (Id — T') est inversible et

Id—T) Y| < ———.
I =1) 71 < oy



2. Posons, pour tout n € N, S, := Id+ T + ... +T" . Montrer que

- 1EAIS
1Sn = (Id = T)7H| < =
L= ||T]
Exercice 5
Soit T € L(E).
1. Soit A € R tel que |A| > ||T'||. Montrer que
- Tl
[[Id +\T — Md) Y| < .
Al =1IT1]

2. Soit A € p(T). Montrer que T et (T — A d)~! commutent et que

. 1
dist(\, o(T")) > T =T

3. On suppose que 0 € o(T). Montrer que

Dans la suite, on suppose 1 € p(T') et on pose
U= (T+1d)(T - Id)™' = (T — Id)" (T + Id).
4) Veérifier que 1 € p(U) et donner une expression simple de (U — Id)~! en fonction de T.
5) Montrer que T' = (U + Id)(U — Id)~*.

6) Posons f(t) = if—%, pour t € R\ {1}. Montrer que
oU)={f(A), Aea(T)}.

Exercice 6
Soit T' € L(E).

1. On suppose T? = Id. Montrer que o(T) C {—1,+1} et déterminer (T — AId)~! pour
A +1.

2. On suppose qu’il existe n € N, n > 2, tel que T™ = Id. Montrer que o(T) C {—1,+1}
et déterminer (T — AId)~! pour \ # +1.

3. On suppose qu’il existe n € N, n > 2, tel que T" = 0. Montrer que o(T) = {0} et
déterminer (T — AId)~! pour A # 0.

4. On suppose qu’il existe n € N, n > 2, tel que ||[T"|| < 1. Montrer que (T — Id) est
inversible et donner une expression de (Id — T)~! en fonction de (Id — T™)~! et des
itérés de T'.



Exercice 7
On pose E = [4(R). On considére les opérateurs (right shift and left shift)

Sy E — FE
(0, X1y ey Tpyo-r) = (0,20, 21,00y Tty - .)
et
Sy E — FE
(0, X1y ey Tpyenr) = (X1, 22,2350y Tpg1y - - )
1. Déterminer ||S,|| et ||.S;||. Ces opérateurs sont-ils compacts?
2. Montrer que EV (S,) = .
3. Montrer que o(S,) = [—1,1].
4. Montrer que EV(S;) =] — 1,1].
5. Montrer que o(S;) = [—1, 1].
6. Déterminer les adjoints de ces opérateurs.
7. Montrer que pour tout A €] —1, 1], les espaces Im(S, — AId) et Im(S; — AId) sont fermés.
8. Montrer que les espaces Im(.S, £ Id) et Im(S; & Id) sont denses mais non fermés.
9. On introduit, pour (ay,)nen une suite de réels bornées, un opérateur de multiplication
M : E = E
(0, T1,- s Tpy--.) = (T, ¥1T1, 2T, ..., Ay, - . .).
Déterminer EV (S, o M).
10. On suppose qu’il existe « = lim «,,. Montrer que o(S, o M) = [—|a|, |]].

n—-+o0o

11. On suppose qu'il existe (a,b) € R? a # b, tels que pour tout n € N, ag, = a et
aon+1 = b. Déterminer o (S, o M).

Exercice 8
On pose E = LP([0,1],R), pour 1 < p < +00. On définit un opérateur

T: E — E
u = Tu(z)= [ u(t)dt.

1. Montrer que T' € K(E).
2. Déterminer EV (T) et o(T).
3. Donner une formule explicite de (7' — AId)~! pour X\ € p(T).

4. Déterminer ’adjoint de T.



Exercice 9
Soit (H, < -,- >) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, de norme || - ||. On pose
(e;)ien une base hilbertienne de H.

1. Soit A € L(H). Montrer que pour toute base hilbertienne (f;);en de H,
Do lAel = l1AT il
€N 1€N

2. En déduire que pour tout A € L(H), la quantité

1
[ Alloes = (Z |A€i||2>

ieN
est indépendante du choix de la base hilbertienne (€;);en.

3. Pour A € L(H), si ||A||nus est finie, on dit que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
On note HS(H) l'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H. Montrer que
HS(H) C K(H).



